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V o r w o r t. 


„So soil ich denn viit snurem Schtoeiss 
JSuch lehren, was ich se.lhst nicht toeiss. 

Dieses Wort Faust’s ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem, der liber die wahre Natur der 
Elektricitat vortragen will. Moge man daher dies bisclien 
Poesie als Einleitung zu trockeuen Pormeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Gauss soil einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortethaben: 
,,Alle Formeln und Kesultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde.“ 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwanden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst sommhat awkward nennt, 
erfand; er erzahlt, welche ihm die meiste Mtihe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt, Sp&ter gab er wohl eine einfachere Begrlindung 
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seiner Formeln; allein ein W eg, welcber in allseitig be- 
friedigender Weise dazu fiihrt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortfuhrung des 
Banes nun die Farmer einfinden. Ein solcber Karrner, 
dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebaude zu ebnen, 
die Fagade zn putzen, vielleicht ancb' dem Fundamente 
nocb den einen oder anderen Stein einzufugen, will icli sein, 
und icb bin stolz darauf; denn gabe es keine Karrn er, 
wie mochten wohl die Konige bauen? 

Drei Dinge musste icb da vor allem , wollte icb meinen 
Zweck erreicben, anstreben: Klarbeit, Anschaulichkeit und 
Furze. Die erstere wurde dadurcb wesentlicb erleichtert, 
dass icb von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedebntesten G-ebrauch 
machte. Im Interesse der Furze liess icb die Betrachtung 
inbomogener und anisotroper Forper fast ganz bei Seite. 
Icb lasse mir gerne den Vorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafiir gelang, ein bescbranktes Gebiet recht deutlich zu 
machen; denn wer in einem solchen vollkommen klar siebt, 
der hat dann sicber ausreicbendes Rustzeug zur .Lecture 
der Originalabhandlungen , die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soil und von denen man die 
wichtigsten am Scblusse zusammengestellt findet. Uebrigens 
boffe icb, das bier Versauxnte in spateren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachbolen zu konnen, wo aucb die 
alteste Max well ’scbe Tbeorie , die elektromaguetiscbe 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drebung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz ’schen Scbwingungen bebandelt werden soil. 

Icb babe es aucb nicbt verschmaht, durch viele Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 
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Uebersiclit nacbzubelfen und bin dem Herrn Yerleger fur 
die Geduld und das Gescbick dankbar, womit er meinen 
darauf beziiglicben Wiinscben entgegenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwabnung. 
Icb liabe micb iiberall genau an die, iibrigens auch sebr 
bequeme Bezeicbnung Maxwell’s gebalten. Man glaubt 
kaum, wie sebr das gleicbzeitige Studium zahlreicber Ab- 
bandlungen dureb den rein ausserlicben Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingeburgerten einbeitlieben 
Bezeicbnung gefordert wird; wenn die Begriffe nocb ein 
wenig scbwcinken, wie bier, ist dieser Vortbeil sogar nocb 
grosser, da die einheitlicbe oder abnlicbe Bezeicbnung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definition en versebiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Scbwierigkeiten , die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verscbie- 
dene'n Bezeicbnungen , eines ,,Scblussels u , wie icb mir 
selben zu meinem Privatgebraucbe anfertigte und ibn am 
Scblusse des Bucbes ebenfalls beifiige, findet, und die 
dieses obnedies sebr unzureicbende Surrogat der einheit- 
licben Bezeicbnung nocb wertbloser macben. Icb bitte 
daber alle kiinftigen Scbrifts teller auf diesem Gebiete ? 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeicbnungen Maxwell’s zuriickzukebren und ware, 
wenn dureb yorliegendes Bucb niehts als dies erreiebt wiirde, 
sebon mit dem Erfolge meiner Arbeit znfrieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemiibungen niebt gelungen 
ist, iiberall ganz den Sinn Maxwell’s zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss icb selbst am besten (vide 
Motto!). Ich wiinsebe niebts, als dass der Tbeorie zum Gewinn 
reebt bald reebt Yieles yerbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricitat getban wird und Niemand 
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mehr dieses unsere vollige Unbekanntscbaft mit der Natur 
derElektricitatsbewegung postulirendeBticblein liest. Mogen 
dann immerhin Andere die Friichte unseres Strebens ern§ten, 
aber von den Theorien und Experimented zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mogen sie dann 
sagen: „es ging ein Frlihling auf in jenen Tagen!“ 

Miinehen, im Marz 1891. 


Ludwig Boltzmann. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange’s Bewegnngsgleichungen. 


1. Die tagliche Erfahrung lehrt, class wir denBewegungs- 
zustand eines Korpers nicht beeinflussen konnen, wenn wir 
denselben nicht entweder direkt beriihren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung iibertragende Briicke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 
oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
spater elektrisirte Korper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sick dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Korpern ausstromende Fliissigkeit, 
ubertragen werde. 1 ) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnackigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Fernwir- 
kung zwischen den ffimmelskorpern durch ein Medium iiber- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Naheres von seiner Ansicht liber die Beschaffenheit dieses 
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses 
non fingo. 

3. Erst spater vergass man hierauf und schrieb wohl 
gardenNamen Newton’s auf das Banner derTheorie derun- 
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Fernwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
bestandig Hypothesen iiber die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen 

x ) Gilbert, De magnate etc. London 1600, liber II. cap. HIu. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. 1 
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nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
ftir die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicbt von ibm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medium sei wohl uberhaupt liberfliissig und die 
Wirkung erfolge direkt ohne alle Yermittelung in die Feme. 

4. Da die Gesetze der magnetischen und elektriscben 
Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz, so war es selbstverstandlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Fernwirkung zu- 
schrieb, ja Nayier, Poisson, Cauchy und yiele Andere 
versuchten auch die Molekularkrafte nach demselben Schema 
zu erklaren; nur setzten sie hierbei an dieStelle derNewton’- 
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewohnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbiicher auf diesem Grundgedanken, 
der durch Wilhelm Weber zur hochsten Yollendung 
gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zollner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton’sche Fern- 
wirkungsgesetz der wahre Schliissel zur Erklarung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade you England, dem die eigentliche Ba- 
sis der Fernwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
genstromung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
durch nie an eine unvermittelte Fernwirkung geglaubt; Sir 
WilliamThomson entwickelte dessen Ideen weiter, bisMax- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Yerdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Kecht fur bu- 
rner die Maxwelhsche Theorie genannt werden wird. 

6. Es mag noch erwahnt werden, dass nicht lange nach 
Maxwell auch Gauss, Eiemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann und Edlund sich dessen Ideen naherten, indem sie 
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 
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braucbe, was doch wohl nnr erklarlicb ist, wenn sie durcb 
ein Medium iibertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung notbwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise beriicksicbtigten, so mussten notbwendig 
ibre Tbeorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell’s 
weit zuriickbleiben. Aucb Hankers meclianische Tbeorie 
der Elektricitat ist nocb zu erwabnen. 

Die Tbeorie Maxwell’s ist den uns zur Gewobnbeit 
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisberigen Anscbauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektriscben Krafte binter uns 
werfen miissen, ebe wir in ibre Pforten eintreten. 

7. Um pbilosopbiscbe Spekulation und naturwissen- 
scbaftlicbes Denken nacb alien Eicbtungen in der gebiib- 
renden Weise auseinanderzubalten, sei nocb bemerkt, dass 
aus den Erfolgen, welcbe die Maxwell’scbe Tbeorie in der 
neuesten Zeit errungen bat, wieder umgekebrt in keiner 
Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benacbbarter Molekiile aucb nur bei unmittelba- 
rer Beriibrung eintritt, oder ob es Krafte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen fernewirken. Bloss die direkte Fern- 
wirkung in Distanzen, die gross gegeniiber den Molekular- 
entfernungen sind, wird fur magnetiscbe und elektriscbe 
Krafte und daber wobl auch fur die Gravitation unwabr- 
scbeinlicb gemacbt. 


8. Scbon lange bevor Galvani das erste Mai Zuckun- 
gen eines Froschscbenkels durcb Elektricitat bemerkt batte, 
war eine grosse Zabl von Phanomenen aus dem Gebiete der 
sogenannten Reibungselektricitat bekannt. Es erscbeint uns 
daber beim Entwurfe einer Theorie ebenfalls am natiirlicbsten, 
von der Reibungselektricitat auszugehen; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund docb ein mebr ausserlicber ist; 
jedenfalls kann aucb der Yersucb unternommen werden, den 
umgekebrten Weg einzuscblagen, wie es sogar scbon bei 
Experimental- Yorlesungen liber Elektricitat und Magnetis- 
mus besonders fur Elektrotecbniker, denen die Eeibungs- 
elektricitat ferner stebt, versucbt worden ist. 

l* 
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Erste Vorlesung. 


[ 9 — 11 . 


1. Erfah- 
rungssatz. 
(Existent el. 
Strome.) 


1. Hypo these. 
Mechanisahe 
Natur elelctr. 
StrVone. 


2. Er- 

fahrungssatz 
(el. Strome 
sind statio- 
ndr). 


9. Wir setzen also yoraus, class wir nock nicht die imn- 
deste Kenntniss irgend einer magnetischen oder elektrischen 
Erscheinung baben, am allerwenigsten etwas von emem 
elektriscben oder magnetiscben Fluidum wissen. Da ma- 
cben wir die Erfahrung , dass ein Metalldraht durcb ver- 
schiedenartige Ursacben in einen eigenthumlichen auffallen- 
den Znstand yersetzt werden kann, welcher sich dadurch 
aussert, dass im Drahte fortwahrende Warmeproduktion 
stattfindetj die sich bis zum Selbstleucbten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
scbnitten nnd beide Schnittflachen gleicbzeitig mit unserem 
Korper in Beriihrung gebracht werden, die Nerven zn er- 
regen yermag und yieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drabte fliesse ein elektriscber Strom; ein Ansdruck, der aber 
selbstverstandlich rein bildbcb zu nebmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortstromen yon etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 

10. Nur die eine Hypotbese macben wir, dass irgend 
eine Bewegung, iiber deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage entbalten, die TJrsache dieser eigenthumlichen 
Erscheinung sei. Diese Bewegung, yon der wir yoraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen G-leichungen der Mechanik 
geborcht, kann tbeilweise im Innern des stromfuhrenden 
Drahtes ibren Sitz baben, tbeilweise muss sie sich aber 
aucb auf das umgebende Medium (Aether, andere Korper) 
erstrecken, weil sonst eine scbeinbare, durcb das Medium 
iibertragene Fernwirkung nicbt denkbar ware. 


11. Wo in einem Systeme yon Korpern eine Bewegung 
stattfindet, yferandert sich in der Regel die raumliche Lage 
oder auch sonst der Zustand dieser Korper fortw&hrend. 
Hier ist dies jedocb nicht der Fall oder brauckt wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drabte konnen Stunden, ja 
Tage lang yon einem vollkommen unyeranderlichen Strome 
durcbflossen werden; die Lage, der Temperaturzustand , der 
Warmefluss, der magnetiscbe Zustand etwa in der N&he 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles fur unsere Sinne Con- 
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Charakteristik cykliseher Bewegungen. 
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statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes yoII- 
kommen unverandert. 1 ) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscbeinung denken, eine vollhommen 
stationare sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil- 
cben seinen Ort verlasst, immer nacb verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
G-escbwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Theil- 
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwahrenden 
Bewegung an keinem Punkte des Raumes eine Veranderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmboltz eine 
eyklische. Wenn alle in einem Systeme yon Korpern statt- 
findenden Bewegungen eyklische sind, so nennt Helmholtz 
ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angefiihrt: 
Ein fester Rotationskorper, der mit eonstanter Geschwindig- 
keit um seine Umdrehungsaxe rotirt ; mehrere derartige Ro- 
tationskorper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Fliissigkeit, welche stationar einen in sich zuriicklaufenden 
Kanal durchstromt. 

13. Rader mit Speichen oder Zahnen entsprechen un- 
serer Definition nickt vollkommen, konnen aber doch als 
„unechte Cykeln“ bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfmascliine 
hin- und hergehende, aber doch in kurzen Zeitraumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, diirften 
kaum ein von den Cykeln wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 


*) Dort, wo die Entstehungsursache ikren Sitz hat, mussen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekularstrome in permanenten Magneten) 
V eranderungen vor sich gehen; allein diese konnen so weit entfernt 
sein 7 dass sie auf den betrachteten Theil des Peldes keinen anderen 
EinfLuss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem konnen sie 
auch zu den spater zu besprechenden langsamen Yeranderungen ge- 
horen. 


CyTceln . 


Unechte Cy 
keln ; derei 
Bedeutung ir 
der Technik 
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Erste Vorlesung. 


[ 14 . 15 . 


Meehanik der Cykeln in der praktiselien Maschinenlehre 
von Nutzen sein. Hier aber haben wir es mit einer ganz 
anderen, rein theoretischen Anwendung derselben zu thun. 


g 'dhxatm 14. Ehe ich speciell auf die Mecbanik der Cykeln ein- 
gehe, muss icb einige Bemerkungen liber die Bewegungs- 
gleicbungen ganz beliebiger mechanischer Systeme voraus- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Korpern 
gegeben; die Lage und der Zustand aller Korper des Sy- 
stems sei durcb n independente Variable l x , l 2 , l n 

vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System babe 
w-Freiheitsgrade und bezeichnet die l als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So bat ein materieller Punkt einen Freiheitsgrad, 
wenn er ausscbliesslicb auf einer Linie, drei, wenn er frei 
’ im Raume beweglich ist 7 ein beliebig im Raume beweg- 
licker fester Korper bat secbs Freibeitsgrade u. s. f. 

15. Wir wollen mit L die Kraft bezeichnen, welche 
irgend eine der Coordinaten l zu vergrbssern strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes l 
um 81 wachst und welcbe gleicb dem Zuwachse ST der 
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Wertb hat: 

1) S A - 2L SI 

Im Allgemeinen lassen sicb alle Massen des Systems 
irgendwie mit n auf vorgeschriebenen Curven beweglichen 
Antriebspunkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung 
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver- 
anderung je einer einzigenVariablen entspricbt und 81 gleich 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So konnen bei einem frei beweglicben materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewahlt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu geben, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drebbaren festen Korper ist ein Punkt des- 


16.] Lagrange’s Bewegungsgleichungen. 7 

selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs- 
punkt u. s. w. 

Sollte unsere mangelbafte Kenntniss von dem Meclia- 
nismus des Systems dies nickt gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisehes Element entbielte und l die Elek- 
tricitatsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt bat), so ist der Begriff L gleicb „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrossern sucht“, einfacb als der 
Quotient § A: 81 zu definiren, worin SA die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate l 
um SI geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es aucb in diesem 
Falle mit mecbaniscben Systemen zu tbun baben, welcbe 
sicb den allgemeinen Gleichungen der analytiscben Mecha- 
nik fllgen, so konnen wir noch immer trotz unserer IJn- 
bekanntscbaft mit dem eigentlicben Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Grleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracbt bat: 

9\ t — d dT dT 

' L ~~dtdV~ln' 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten V nacb der Zeit t ausgedriickt zu den- 
ken ist. 

dT:dl r sind die Grossen, welcbe man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit l bezeicbnen, dem 
nattirlich dan n der Index der betreffenden Coordinate bei- 
zufligen ist. 

Bezuglich des Beweises der Gleicbungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Tbeil, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat, on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutscb S. 282, Gl. 15; 
Maxwell, Treat, on Electr. Vol. 2, 2. ed. , sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen liber Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleicbung 7 folgende. 

Hier will icb bloss ibre pbysikalische Bedeutung, 


Lagran 

Bewegu: 

gleichun 
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Zweite Vorlesung. 


[ 17 . 


deren moglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erlautern, das nns 
iibrigens in der Folge yon Nutzen sein wird. 


Zweite Vorlesung. 

Mechanisclie Analogie des zweiten Hauptsatzes 
der Warmelehre. 


Fig. l. 


17. Sei eine cylindrische Rohre (Fig. 1) mittelst einer 
Knrbel nm ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 
trage eine auf ibrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Yolumen verschiebbar 
ist. Yon einem an der Masse befestig- 
ten Haken fiibre eine Scbnur nach der 
Axe, und dann liber eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Scbale S } auf welche 
ein Gewicbt p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m aucb massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, urn den 
das Robr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscbeint. Setzen wir der 
Furze halber die Winkelgeschwindigkeit 





V = w } so ist: 
T = 


'14 


__ mr 
““ ~~~2~ 

E = mr 


' 2 ^ mr 2 w 2 


2 

mrw 2 

L — mr 2 w' + 2 mrr'w. 


^-8. 19.] Mechanische Analogic des zweiten Hauptsatzes. 9 

^Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernnng 1 von der 
'A.xe, so kann man sich. die Kraft L , welche den Winkel 
vergrossern sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
liichtung wirkend denken. Die Kraft R sucht die Entfer- 
^xmg r zu vergrossern. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- M^anucke 
fiigalkraft genau das Gleichgewicht , so dass man also hat: zweiten 

r . 0 Hauptsatzes. 

w = r = o, p = mrw w . 

llierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
^ei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
"Wahrend w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver- 
anaerung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
andert. Dies soil so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegentiber rw und daher auch r" gegenuber rw 2 bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annaherung: 

p — — R = mrw 2 
2T ~ mr 2 w 2 

Die wahrend der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Erhohung 
der lebendigen Kraft mr 2 w 2 : 2 des Systems, theils aufHe- 
kung des Gewichtes p um das Stuck dr verwendet. Es 
ist also 

3 ) dQ = ^ d(r 2 w 2 ) -{- pdr = mr 2 ivdw + 2 niw 2 rdr, 
also: 

4z) ~~ = dlognat^w 2 ), 

also gleich einem vollstandigen Differentiale. 

19. Wir konnen wie bei einem bekannten, mit der Kiei$- 
Centrifugalmaschine ausgefiihrten Schulexperimente diesen processe ’ 
[Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 

uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
keitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Kotationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 
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Zweite Vorlesung. 


[ 20 . 21 . 


es dann ohne Arbeitsleistung geschoben werden kann. Bei 
genugender Veimiinderung der Kotationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tisch- 
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben 
Weise gehoben werden u. s. f. 

Man sieht, wie die dem Systeme zugefuhrte lebendige 
Kraft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Alloin in 
der soeben gescbilderten Weise wiirde durch eine gegebene 
Zufubr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er- 
balten wir aber, wenn wir einen aus vier Theilprocessen 
bestebenden Kreisprocess in folgender Weise ausfuliren: 

20. Wir stecken durch andauernde Wirksamkeit einer 
kleinen Kraft L die Arbeit Q 1 in das System. Um diese 
in der vortkeilkaftesten Weise auszunutzen, wollen wir 
dabei von der Schale fortwahrend sehr kleine Gewichto 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwahrend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleicli 
der Centrifugalkraft — B ist. Der Ueberschuss der Centri- 
fugalkrafb iiber p und die Grosse von L soil dabei fort- 
wahrend so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleicli 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems constant gleich T bleibt. 

21. Nun fuhren wir keine lebendige Kraft mehr zu, 
lassen aber die Schale noch fortwahrend steigen, was durch 
sehr langsame Verminderung ihrer Belas tung zu bewirken 
ist. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurtickbleibt. 
Da noch fortwahrend Arbeit geleistet, aber keine mehr zti- 
gefiihrt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
haltenen lehendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p = 2 T : r 

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
friiher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soil fortgesetzt werden, 

Inf W* =: 
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22. 23.] Einfacher umkehrbarer Kreisprocess. 

bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert T 0 ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Knrbel mittelst einer sebr 
geringen Kraft soil nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- 
den. Dabei soil die Grosse der bemmenden Kraft und der 
Ueberschuss des Gewichtes p iiber die Centrifugalkraft 
(letzterer durcb stetes Auf legen kleiner Gewicbte) immer 
so regulirt werden, dass erstens beide unendlicb klein bleiben 
und zweitens die Scbale sicb in solcbem Tempo senkt, dass 
die hierdurcb gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhalt. Wir baben also fur diesen dritten 
Tbeilprocess wieder 2 T — mr 2 w 2 — 2 T 0 = const. Wie 
lange dieser dritte Tbeilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leicbtesten in folgender Weise: Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR , und eine Ordi- 
natenaxe 0 W. Auf der ersteren tragen wir die Wertbe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems, von welcbem wir im ersten Tbeilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durcb ein Stuck einer von P aus- 
gebenden gleicbseitigen Hyperbel; der zweite Process durcb 
ein Stuck einer Curve, deren Gleicbung r 2 w — const, ist, 
die sicb also rascher als die gleicbseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nabert. Der dritte Process ist 
wieder durcb ein Stuck einer gleicbseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir zieben nun durcb P eine Curve mit der Glei- 
cbung r 2 w = const. ; wo selbe die zuletzt erwahnte gleicb- 
seitige Hyperbel trifft , bat der dritte Tbeilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag , der dem Systeme wab- 
rend desselben entzogen wurde, sei Q 0 . 

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Tbeil- 
processe, keine Kraft; die Scbale sinke langsam weiter und 
die lebendige Kraft nebme zu, bis der Ausgangszustand 
des Systems, also der Punkt P, wieder erreicbt ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicbt iiber den gesammten 
Process: 


DritUr 
Tbeilprocess . 


Vierter 

Tbeilprocess. 


12 


Zweite Vorlesung. 


[24. 25. 


Berechnung 
der geleiste- 
ten Arbeit . 


NicTlt urrikehr- 
Vare Kreis- 
"'processe. 


Nr. des 
Theilproc. 

dessen charakt. 
Gleichung 

zugefQhrte 

Arbeit 

1 - ~~2~ 

r 

2T 

P = T 

1. 

r 2 W> 2 = const. 

Qi 

const. = T x 

nimmt zu 

nimmt ab 

2. 

— 

r 2 iv = const. 

Null 

nimmt ab 

nimmt zu 

n. bei gleicbem 
Wachsth. yon r 
rascher ab 

3. 

\r*w* — const. 

-Qo 

const. = T 0 

nimmt ab 

nimmt zu 

4. 

r 2 w = const. 

Null 

nimmt zu 

nimmt ab 

nimmt 
rascber zu. 


24. Wabrend aller vier Processe zusammen wurden 
tbeils Gewicbte geboben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Vorgang durcbscbnittlicb bei grosserer Centrifugal- 
kraft yor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen 
mein* Gewichte geboben als gesenkt, daber Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Kreisprocesse zu tbun baben, Q 1 — QI Nun saben wir aber, 
dass dQ : T ein vollstandiges Differential ist, integriren wir 
dieses liber alle vier Tbeilprocesse, so ergiebt sicb: 

Qi Qo Q\ Q o 

T[ ~~ T 0 ~ T.-To ‘ 

Wir braucben nur statt r zu sagen „Volum“, statt p 
„Druck“, statt T „Temperatur u , statt Q ,,zugefubrte Warme“, 
so baben wir den Carnot’scben Process. 

25. Die Analogie gebt natiirlicb nocb weiter. Es wird 
z, B. niemals exakt p = mrw 2 sein konnen, da ja sonst die 
Wagscbale niemals in Bewegung kommen konnte, vielmebr 
muss, wenn r zunebmen soil, p kleiner, wenn es abnebmen 
soli , grosser als die Centrifugalkraft sein. Setzen wir 
daber 

p — mrw 2 — €, 

so muss € immer mit dr gleicb bezeichnet sein. Man erbalt 
also genauer an Stelle der Formeln 8 und 4 die folgende 

~=dlog nat (r*w 2 ) — . 

Da nun sowobl T als aucb das Produkt edr immer positiy 
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ist, so liefert dQ ; T iiber einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich wiirde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem G-ase decken, fur welches das Verhaltniss der 
Warmecapacitaten gleich 3 ware, was eintrate, wenn sich 
die Molekule desselben statt im Raume nur in einer Ge- 
raden bewegen wtirden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft p wirkte ; aucb wiirde die Labilitat des Gleichgewicb- 
tes storen, was aber durcb Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachlieit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden konnte. Ich kann 
selbstverstandlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlagigen Arbeiten von Rankine, 
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollstandig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Ygl. 
auch Krone cker’s Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah iibrigens nicht bloss in Die Them 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange’schen Gleichungen mmer°c 
an einem Beispiele zu erlautern, sondern sie sollte auch Na ^^ t 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schaftigen, iiberhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden Urelemente und Urkrafte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 

Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natiirlich auch der betreffende Mechanismus. 

In diesem Sinne ist der Ausdruck Maxwell’s dynami- 
cal illustration 1 ) zu verstehen. 

Yerzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 


x ) Maxwell, A dynamical theorie of the electromagnetic field. 
Scient. pap. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865. 
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andererseits wieder den Yortheil, mit klar definirten mecha- 
niscben Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentlicb 
von grossem beuristiscben Wertbe ist, wie gerade die Max- 
well’scbe Elektricitatstbeorie beweist. Die Mecbanismen 
werden in spateren Zeiten wohl durcb branchbarere ersetzt 
werden, aber das dnrch sie zur Anschaming gebracbte All- 
geineine, ihnen und den Naturvorgangen Gemeinsame wird 
aucb in jeder spateren Tbeorie besteben bleiben. 

Beim Liclite betracbtet ist unser Standpunkt yielleicht 
niebt einmal so wesentlicb von dem der alten Tbeorien ver- 
scbieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein secbseckiger oder tetraedrischer Benzolkern sind 
docb wohl aucb mecbaniscbe Analogien, dynamiscbe Illu- 
strationen. Der Unterscbied bestebt vielleicbt nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters nnserer Tbeorie 
Marer bewusst sind. 


Dritte Yorlesung. 

Bewegungsgleichungen fiir Cykeln; Beispiele. 


Speciali- 
sirung der 
Gleichungen 
2 . 


GyTclische 

JoorcLinaten. 


27. Wir wollen jetzt nacbseben, wie sich die allge- 
meinen Gleicbungen 2 modificiren, wenn wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betracbtete System ein cykliscbes sen 
Das Cbarakteristiscbe jeder cyklischen Bewegung bestebt 
darin, dass an Stelle jedes Tbeilcbens, das seinen Ort ver- 
lasst, sogleich ein gleicbbescbaffenes, gleicbbewegtes tritt, 
so dass sicb der Zustand des Systems wabrend der Be- 
wegung in keiner Weise verandert. 

28. Wir bezeichnen l als eine cykliscke Coordinate? 
wenn deren Yeranderung eine derartige cykliscbe Bewegung 
darstellt; wenn also wabrend der Yeranderung yon l der 
ganze Zustand des Systems, daber auch jedenfalls die in 
demselben entbaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu scbliessen, dass, wenn l eine cy- 
kliscbe Coordinate ist, der Wertb yon T niebt Funktion von 
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Parameter und cyklische Coordinaten. 
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l sein darf; wohl aber kann xmd wird er im Allgemeinen V 
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grosser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
stimmt sein. Waren sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
so konnte der Zustand des Systems iiberhaupt gar nicht in 
einen anderen iibergehen, da er sich bei keiner Verande- 
rung irgend einer cyklischen Coordinate verandern darf. 

29. Ausser^den cyklischen Coordinaten soli also der 
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
welche Helmholtz die langsam veranderlichen Coordinaten 
oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei 
Aufsuchung der einhiillenden etc. vorkommenden verander- 
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafiir aber sollen 
sie sich so ausserordentlich langsam verandern, dass ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit vernachlassigt werden 
konnen; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthalt. 

30. Man kann daher schreiben: 

5) T — f(k, V). 

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veranderlich- 
keit der k 7 dass wahrend eines langeren Zeitraumes die k 
als constant betrachtet werden konnen, so dass wahrend 
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
werden darf; erst nach langerer Zeit nehmen die k allmah- 
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cyklische ist, aber mit etwas veranderten Werthen 
der Parameter. Wahrend also die V gross sind, so sind 
die l" klein von derselben Ordnung, wie die k\ 

Als Erlauterung moge das in der vorigen Vorlesung 
behandelte Beispiel gelten. Da war l eine cyklische Coor- 
dinate, bei deren rascher Veranderung sich der Zustand 
des Systems nicht andert; r dagegen wurde als langsam 
veranderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Gre- 


Langsam ver- 
dnderliche 
Coordinaten. 


Der Zustand 
ist Fv/nktion 
von 7c und V. 
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Bewegungs - 
gleichungen 
fiir CyJceln. 


Sind alle ein- 
gefiihrten 
Vemachlas- 
sigungen le- 
grilndet? 


schwindigkeit r' verscbwindet, aber die cyklische Eotations- 
bewegung des Systems bald bei kleineren, bald bei grosse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehnngsaxe vor sich 
gebi T war Eunktion von V nnd r. In ganz analoger 
Weise denken wir uns, dass auch die Vohimveranderungen 
warmer Korper sebr langsam gegeniiber der Molekularbe- 
wegung, welche wir Warme nennen, die sicbtbaren Be- 
wegnngen der Stromleiter nnd Magnete sehr langsam gegen- 
iiber den Bewegungen, welche wir Elektricitat nennen, vor 
sich geben. 

31. Wir konnen jetzt ein Cykel auch definiren, als 
ein solches System, welches keine anderen als cyklische 
nnd langsam veranderliche Coordinaten enthalt, nnd erhalten 
mit Riicksicht auf die Gleichnng 5 ans nnseren allgemeinen 
Bewegungsgleichnngen 2 fhr Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegnngsgleichnngen : 


6 ) 


6T __d_ dT 
dk’ ^ “ dt dV ’ 


worm K nnd L in oben definirtem Sinne die Krafte sind, 
welche einestheils die langsam veranderlichen Coordinaten 
k, anderen theils die cyklischen Coordinaten l zn vergrossern 
streben. 


32. Da bei der partiellen Differentiation die Grossen- 
ordnnng der Glieder im Allgemeinen verandert wird, so 
konnen Zweifel entsteben, ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grossenordnnng wie die Ansschlaggebenden ver- 
nachlassigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtnngen zur Zerstrenung derartiger Zweifel nicht ganz 
ixberflhssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veranderlichkeit jedes 
der k soli dadnrch ansdrhckbar sein, dass wir k — f(e. t) 
setzen, wobei f(x) eine sammt ihren Ableitnngen endliche Fnnk- 
tion des endlichen Argnmentes x , s aber eine sehr kleine 
Grosse ist. In gleicher Weise soil die langsame Verander- 
lichkeit von V dadnrch ansdriickbar sein, dass V = g(£. t) ge- 
setzt wird, wobei g nnd J dieselben Eigenschaften wie f 
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und a haben. Natiirlich ist dann l selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet, da l selbst in den Gleichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von k' 
und Z', deren Coefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soli Ak' 2 ein Glied reprasentiren , welches das Quadrat 
eines k' oder ein Produkt zweier k' enthalt. In gleicher 
Weise sei Cl' 2 ein Glied, welches ebenso beziiglich l be- 
schaffen ist, und endhch Bk'V ein Glied, welches ein Pro- 
dukt eines k' und eines l' enthalt. Die Coefficienten A, B f C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein, sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grossen, welche 
wir symbolisch durch A', B r . . . ausdriicken. Der vollstandige 
Ausdruck fur K ware: 

d_ dT_dT t 
dt dkf dk 

Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit II. Solche Glieder, welche die Differen- 
tiation von: 

Ak' 2 , Bk'V oder Cl' 2 

in I liefert, sollen mit I a , l h resp. I c bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen II a , II b , II c haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grossenord- 
nung der Kiirze halber einfach einander gleichsetzt: 

I a = = k' 2 A' + k"A = a 2 , 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdriicken soil, dass 
beide Glieder von der Grossenordnung s 2 sind. Ebenso er- 
giebt sich 

II a = A'k' 2 = € 2 , 

I b =zB'k'l' + Bl"=e + £, 

II h = B'h'V — e, I c - o } 

wogegen II c = Cl' 2 endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth fur K liefert. 
Da das undiffer entiirte l nirgends vorkommt, so ist 
T __ d dT 
dt dl ' ' 

Die Glieder von der Form Ah' 2 liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'V soil IZI 6 , ein Glied 

Boltzmann, Vorlesungen. ^ 2 
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von der Form Cl' 2, aber III C liefern, dann ist, wenn winder 
das Gleiehheitszeichen nur Gleichheit der Grossenordnung 
ausdriickt , 

III b = Bk" + B r k' 2 = s 2 
III C = C'k'l' + Cl" = s + £. 

Es ist also L unendlich klein , wie vorauszusehen war and 
alle anderen Glieder verschwinden unter alien TJmstanden 
gegeniiber III C , welches gerade auch die in. Gleichung (> 
anfgenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl k' als V enthaltenden Glieder wtirden zu 
ganz eigenthumlichen, bisher noch nicht entdeckten Ersohei- 
nnngen Veranlassung geben, denen Maxwell ha seinem 
Treat on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag. 
263, eine langere Betrachtung widmet. 


38. Der einfachste Fall ist der, dass nur eine cinzige 
cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lago 
sammtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veranderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Antriebspunktes bestimmt, welche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordinate l definirt ist. Buht 
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit l % so sind 
dadurch die Bewegungen allerMassen des Systems bestimmt. 
Naturlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver- 
anderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets wahrend einer langdauernden Bewegung des Systems 
als constant betrachtet werden konnen. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei arts 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dam An- 
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m v w 2 , . . . . m v 
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft T des Sy- 
stems nur Funktion von V und den Parametern 7c sein kann. 
Behalt jedes Massentheilchen wahrend seiner ganzen Be- 
wegung denselben Bewegungszustand, so werden auch die 
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Geschwindigkeiten v v v 2 ..v p der einzelnen Massentheilchen 
nnr Funktionen von V nnd k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, wahrend es fortwandert, verschiedene Ge- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Raumes herrscht, 
nur Funktion von V und k, was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja T eine liber alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Snmme ist. 

Im Folgenden soil mentals in den Fallen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden konnten, z. B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt *), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sammtliche langsam veranderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Krafte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich 0 sind, in den Gleichungen be- 
lassen werden; dann sind Falle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten v y andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten l r sind, was natiirlich ebenso fur die spater 
zu betrachtenden Falle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Yoraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhangigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
fiihren wiirde. Sollte aber spater doch einmal die Moglich- 
keit von Bewegungen entdeckt werden, wobei die v nicht 
lineare Funktionen der V sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Yeranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehoren. Mit einem Worte, wir setzen: 

Vi — a -Xy (i = 1, 2 ... jp) 




-V 


£=1 


wobei die Coefficienten a selbstverstandlich Funktionen der 
langsam veranderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 


9 v. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme. 
Kroneker’s Journal Bd. 97 S. 132. 
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jjpieZe von 
nocyTceln. 


34. Um sich die wahre Bedeutung dieser Gleichungen 
moglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele and deate hier nar einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles karz an. 

Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (A <7 in Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk A mit dem Rohre verbanden. Aehnlich sei eine 
zweite gleieh lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Rohre ver- 
Fig. 2. schiebbaren dritten Stange 

verbanden. Die beiden an- 
i f| deren Enden der ersten and 

zweiten Stange endlich seien 
wieder darch ein Gelenk C mit 
einander verbanden (s. Fig. 2). 

Yon der dritten Stange 
rage das Stack y ans dem 
Rohre hervor. Aaf der ersten 
Stange gleite die Masse m, 
darch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stack x aus dem Rohre her- 
aasragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspankt. Die 
Winkeldrehung, oder, wenn 
man will, der Weg l der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, x , y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Tragheitsmoment J haben, wahrend das des Fadens nnd der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter x, y geniigend langsam andern. Dann ist: 

T ~J ( J + ^ 2 ) , L = j t [(J + ™ry] , da A = J+ rnr * ist. 
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Die Krafte, welche den Faden und die Stange ans der 
Rohre herauszuziehen suchen, sind : 1 / if , j 

X=-mrP~, Y=-mrl ' 2 |-. 

ox Qy 

Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2 a, so ist 
dr : dx = — cos a. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE' = dy, *} 
so yerschiebt sicb die Projection D ibres anderenEndes G auf 
die Axe um DD r = dy : 2 , der Punkt G um GG'= dy: 2 cos a • 
der Mittelpunkt B der Masse X r um BB' = (7(7. (2 — x) : 2 — 

(2 — x) Gy :2lcosct, und die Entfernung r der Masse m yon * 
der Stange wachstum Sr = — RB' sin a — — (2 — x)tgady: 22 ? ~~ yr 
wobei 2 die Lange der ersten Stange ist, welche ebenso- ^ 
gross wie die der zweiten Stange sein soil. Der Faden soil 
eine solche Gesammtlange haben, dass sich fur x = o die 
Masse m in G befindet. 

Da ausserdem r = (2 — x) cos a ist, so erhalt man: 

X = ml' 2 (l—x) cos 2 a, Y = ^ (A — a;) 2 sin 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m yeran- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Rohre eine 
enge horizontale Rohre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 3 * 

Ballon. Die yertikale Rohre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flachen- 
inhalte f yerschlossen, dessen Stiel 
um das Stuck x aus ihr hervorragt. 

Sie wie die horizontale Rohre und 
der Ballon seien mit einer incom- 
pressiblen Flussigkeit yon der 
Dichte q gefullt. (Siehe Fig. 3.) 

Dann ist dm — — qfdx, daher 
die Kraft X , welche x zu ver- 
grossern strebt: 

r 2^2 Qfr*l' 2 , 
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sin 35. Eine derartige monocyklische Bewegung, deren In- 

sfrtmZtdn tensitat durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach 
Monocykei. ^ ^eit vollkommen bestimmt ist, ist nach Maxwell ein 
in einem Drahte cirknlirender elektrischer Strom. V misst 
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit 
wachsender Stromintensitat wachsen; L ist die Kraft, welche 
die monocyklische Bewegung antreibt, wachst also mit wach- 
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
weise im umgebenden Aether, moglicherweise auch in um- 
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung andert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage andern und zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle, durch welche Massentheilchen hindurchwandern), 
soli proportional l' sein. Der Proportionalitatsfaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Korper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhangen. Die K sind die Krafte, welche von aussen 
auf das System wirken mussen, urn die Werthe von V und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veranderlich zu machen, dass k' und l" die in den 
Gleichungen angefiihrten Werthe haben. 

K sind also die ponderomotorischen Krafte , welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von k' und 
l" von aussen auf den stromfuhrenden Draht und die um- 
gebenden Korper wirken mussen, ~~K die Krafte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraffc durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Krafte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die Krafte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken mussen. 

Bewegungs. 36. Wir setzten bisher das System als frei von Be- 
rn emsse. wegungshindemissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, miissen wir auch solche 
einftiliren. 

Bewegungshindernisse, welche sich der Yeranderung 
der k entgegenstellen wiirden, waren etwa Beibung der 
Drahtstiicke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkorper 
bei einer sichtbaren Bewegnng derselben und Aehnliches, 
waren also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegnng entgegenwirken nnd deren Ge- 
sammtbetrag ^ir nxit W bezeichnen wollen, miissen expli- 
cit in die Gleichungen eingefiibrt werden. 

Sei L 0 die Kraft, welche thatig sein mnsste, wenn die 
Bewegungshindernisse feblten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, L m aber die bei Thatigkeit der Be- 
wegungshindernisse nothwendige Kraft; so ist: 

L. = L. + W-±*?+W. 


Wenn man daher wieder den Index m weglasst, so erhalt 
naan beim Yorhandensein der Bewegungshindernisse an Stelle 
der Grleichung 6 die folgende: 


8 ) 


L = 


A ^ j _ w. 
dt dV ^ 


Bleibt die Stromintensitat , die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT\dV constant, 
so ist daher L = W. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm’sche Gesetz bestimmt. 

Wiirden wir also voraussetzen , dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, V der Stromstarke proportional ist, 
so miisste, um der Erfahrung zu geniigen: 

W = V x const. 

gesetzt werden. Wir miissten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindernisse der Geschwindigkeit der 
Be'wegung, also der Stromstarke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, iiber ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Weehselwirkung zweier elektrischer Strome entnommen 
werden. 
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Yierte Yorlesung. 

Bicykel. Absolute Strommessung. 


37. Sei nun ein System gegeben, das aus beliebig 
yielen Massentheilcben m x , m 2 . . . m p mit den Gescbwindig- 
keiten v lf v 2 ... v p besteht. Die Position jedes Massen- 
tbeilcbens sei durch beliebig viele langsam veranderliche 
Parameter k v k 2 ... k n und durcb zwei cyklische Coordi- 
naten l v l 2 bestimmt, deren Ableitungen nacb der Zeit wir 
mit l\ und V % bezeicbnen. 

Es sei wieder: 

9) (i=l,2..p) 

^ bezeicbnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Eanmes, wo fortwahrend Massentheil- 
chen m t passiren). Setzt man dalier: 

i=p i—p i=p 

10 ) A = 2 m i B = 2 c~ 2 m i a i 

<= 1 i = 1 i = l 

so wird 

11) + 

Die Momente sind: 


dT 


*1 = W = - Al 'l + GV *> ^ Cl 'l + BV * ’ 


dr. 


und man erhalt die Bewegungsgleicbungen: 

'^-w-U^+ cr ,) + ^ 


12) 


+«'»)+ 


w. 


\ K= _ *1 = _ ZV dA _ p, d_B_ , , ec 

{ Ok 2 64 2 dk 12 dk' 

Hier sind die L die Krafte, welche die beiden cyklischen 
Coordinaten zu vergrossern sucben, E dagegen die Krafte, 
welche irgend einen der Parameter k zu vergrossern streben. 
bPj und TT 2 aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisse, welche bei Veranderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus , welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen tibertragt, obne Bewe- 
gnngsbindernisse ist nnd nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solcbe erfahrt, so dass W 1 bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, W 2 des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicbt aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W 2 Yon Einfluss ist, oder umgekehrt, 

38. Diese G-leicbungen sind ganz allgemein. Wie immer Beirut 
die Massen beschaffen sein mogen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom ersclaeint, wie eomplicirt auch ihre Ver- 
bindungen seien , wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jedes Mai miissen sie die obigen Gleichungen erftillen, welche 

ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 

Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
moglichst zu Yeranschaulichen, wollen wir zunachst ihre 
Anwendung auf specielle Falle zeigen. Wir konnten da 
Fliissiglceitsstrome in in sich zuriicklaufenden Kanalen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Yerbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wahlen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvorderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 

Zwei von einander unabhangige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, wiirden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
geniigen- allein da wiirden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdriicken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Bohren sollen iibereinander stehen; 
passende Yerjiingungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, wahrend die oberste und un- 
terste so getragen werden , dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fahig sind (vgl. 
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Fig. 4). Jede der dreiRohren trage eine Masse, m 1 z u oberst, 
m 2 zu unterst, m 3 in derMitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 Art. 17 beweglich und von einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Faden ragen aus der untersten Rolire her- 
vor. Die Distanzen der Massen von der Axe seien r x , r 2 , r r 


Pig. 4. 



Die oberste nnd un- 
terste Rolire sollen 
genau wie die Rolire 
der Fig. 1 durch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Das mittlere Rohr 
aber soli mit ihnen 
in der folgenden W eise 
verbunden sein: Das 
oberste und unterste 
Rohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe , das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben beriihrt und 
darauf ohne Reibung 
und Grleitung rollt. 
Die Abhangigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 

beiden anderen fin- 

% 

det man leicht durch 


folgende Ueberlegung : Wenndas obereund untereRohr beide 


um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne 


urn den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere 
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Rohr urn den gleichen Wink el im engegengesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Sclieibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht. 

Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel l l: 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l 2 gedreht, so kann man sich die Sadie immer so 
vorstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel (l x + l 2 ) : 2, liernach aber das obere wieder im 
selben Sinne nin den Winkel (l x — • l 2 ) : 2 7 das untere da- 
gegen im entgegengesetzten Sinne um densolben Winkel 
(l x — 1 2 ) : 2 gedreht worden ware. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (l x + l 2 ) : 2. 

Ks ist also die Drehimg und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alios Uehrige als massenlos vorausgesetzt, ouich 
so besteht das System nur aus drei Masson m l? m 27 m 3 , r Lii 
und ist (lurch die beiden. cyldischon Coordinaten , \ und 
die drei langsam ver&ndorlichen Parameter r x , r 3 yoll- 
kommen bestimmt. Die Goschwindigkeiten der Massen sind: 


v 


= n l*, v H 



Es ist also in Formal 9 und 10 zu setzen: 


<h ~ r v <h 855 h i = °> K 888 ( h 888 h n 8=8 r n : 2 ? 
was lielbrt: 


A m x r, 2 + 


, B « m 2 r./ + 


odor wonn man noeh behufs mbglichstor Yoreinfechung der 
Formeln die obersto und untorste Masse untereinander 


gloieh (»a m), die mittlere aber vior Mai so gross annimmt: 

A ~ m (r x * + r n 2 )j B « m(r s 2 + r 2 2 ), (J = mr 3 2 . 
Dcmken wir tins dieso Worth o in die Formeln 12 oingesetzt, 
so erhalton wir also die Bewegungsgleiclmngen unseres Sy- 
stems. W l9 W 2 sind die Kriifte, welehc die Bewegungs- 
hindernisse dor Drohung der obersten und . unterston Rdhro 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern), w&hrend alle 
anderen Bowogungon als frei von Bewegungshindernissen 
vorausgesetzt warden. 
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Vierte Vorlesung. 


[ 40 . 


40. Wir wollen zunackst der oberen Rohre mittelst 
der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns -fragen, welche Kraft L 2 dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Rohre 
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Rohre sich nicht be- 
wegt, so ist r 2 = o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch 
W 2 = o und 



ist. So lange daher die r unverandert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht andert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, w&chst dagegen die Ge- 
schwindigkeit der ersten Rohre, so muss auf die zweite 
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensitat proportional dl\ : dt und pro- 
portional dem Coefficienten G ist (inducirte elektromotorische 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so wiirde sich die zweite Rohre, 
wahrend des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten 
Rohre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwindigkeit der ersten Rohre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von G durch langsame Handhabung des r 3 regu- 
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Rohre auf, 
beide sind proportional l\ und dC: dt. 

Die Analogic mit zwei elektrischen Stromen ist eine 
vollstandige. A ist der Selbstindnctionscoefficient der er- 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht nock weiter. Gemass der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Krafte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von A, B, C abhangig sind (auf die 
Faden). Die Intensitat derselben ist fur in A enthaltene 
Parameter l\ 2 , fur in B enthaltene Parameter Z' 2 2 , fiir in 
C enthaltene aber dem Produkte l\l r 2 proportional und 
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41 •] 

superponirt sich flir solche Parameter, die in mehreren der 
Grossen A, B, C Yorkommen. Wenn l\ und V % gleichbe- 
zeichnet sind nnd G beim Wachsthum des Parameters 
wachst, so ist, um ihn constant zu erhalten, eine Aussen- 
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinern sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Stromen. 
Wenn beiAenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- 
inductionscoefficient des ersten resp. zweiten Stromkreises 
andert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensitat 
des ersten, resp. des zweiten Stromes proportionate ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tionscoefficient Punktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte beider Stromintensitaten proportio- 
nate Kraft; andern sich endlich bei Veranderung der Coor- 
dinate mehrere dieser Coefficienten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Krafte. 

Wir geniigen also nur dann der Erfahrung , wenn mx 
annehmen, dass die Stromintensitaten in der That den Ge- 
schwindigkeiten V der Antriebspunkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensitat so, 
dass die erstgenannten Krafte ihren Quadraten, die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein fur alle Mai unveranderlichen Strom 
gegeben und in die Nahe einen beweglichen Stromleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensitat zweier anderer elek- 
trischer Strome mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom Yon gleicher In- 
tensitat, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensitat wie der zweite. Das Verhaltniss der ponderomo- 
torischen Krafte, die derselbe (natiirlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfahrt, giebt das ge- 
wiinschte Verhaltniss der Stromintensitaten. Dieses Ver- 
fahren fallt iibrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unver&nderlicher Molekularstrome auffasst, mit 
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natiirlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des 


3. Erfah- 
rungssatz 
Chesser Defi- 
nition der 
Strominten- 
sitatj. 
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Vierte Vorlesung. 


Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem cler zu 
messenden constatiren kann. 

[ mn Ut d&' * Wollen wir eine Einbeit cler Stromintensitat de- 

• ominten - finiren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 


Fig. 5. 



14) p = 


ii dxdx' 


niclit gut , yon dem Begriffe eines 
permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmebr zwei sehr lango 
parallele Strome in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einon, 
dx' eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, i, i die im magnetisclion 
Maasse gemessenen Stromintensitaten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemento 
nach dem Ampere’schen Gesetze, wenn 
beicle sick in atmospharischer Luft be- 
finden : 

[2 cos {dx, dx) — 3 cos (r 7 dx) cos (r, dx)]. 


Suckt man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Stromen und substituirt flir die Cosinus ihreWerthe, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx f auf den Stromleiter, 
dem dx angehort, bedeutet: 


q = ii' a dxdx 


= H a dxdx 


1 , a 2 

"3 H 


Die gesammte Kraft Q, welche der eine Drabt auf die Lan- 
geneinheit des zweiten ausubt, findet man, wenn man be- 
zliglicb dx von — oo bis + oo integrirt und dx — 1 setzt. 
"Wegen 


ergiebt sick 


1 , x 

rS ’^ rS 


Wir wollen uns also die beiden sebr langen Drakte, in dem 
Normalmedium (atmospbariscber Luft) befindlicb, von zwei 
Stromen von der gleicben Intensitat durchflossen und letz- 
tere so gewahlt denken, dass, wenn sich die Drahte in 
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der Entfernung eines Centimeters befinden, j'eder auf die 
Langeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausiibt. Fiir einen Strom von solcher Intensitat 
setzen wir V = 1 , dann konnen wir fiir beliebige Strome V 
dnrcb eine Zabl ausdriicken nnd wissen, class wir nns mit 
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse 
im vollem Einklange befinden. 

43. Wir betrachten nnn einen einzigen unverander- zrfah- 
lichen Strom von der Intensitat V (wie wir bereits sagen Joule’s g&. 

-j .. n v setz. Mes~ 

Ciurien). sung von co. 

Fiir diesen ist nach Gleichung 8 : L = W. Die wah- 
rend der Zeit St geleistete Arbeit ist: LSI = Wl'St; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also WV. 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Warme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, class unter cliesen Umstanden 
die erzeugte Warme in Arbeitsmaass gemessen gleich col' 2 
ist, wobei co eine Constante cler Leitungsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sitat in einem Leiter auftretenden Warme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck hiermit im Einklange sei, muss 
15) W = col\ 


also die Gegenkraft cler Bewegungshindernisse proportional 
der Stromintensitat oder cler Geschwindigkeit V des An- 
triebspunktes sein. Es w r are passender, die Constante co 
als den Widerstandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit V 
multiplicirt werden muss, um den thatsachlichen, von den 
Bewegungshindernissen herstammenden Widerstand W zu 
liefern. 1 ) Es ist aber iiblich, co kurz als den galvanischen 
Leitungswiderstand zu bezeichnen. 

44. Mit Riicksicht auf 15 liefert die erste Gleichung 
des vorigen Artikels 


Eine ahnliche Bemerkung hat schon Hank el gemacht, sachs. 
Ges. v. 14. Nov. 1889, S. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, S. 369. 


Ohm’s 

Gesetz istCon- 
seguenz unse- 
rer Annak- 
men. Messung 
von L. 
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[ 45 . 46 . 


Widerstand 
am ModelL 


5. Erfah- 
rungssatz. 
Wider stand 
im Dielektri- 
cum. 


woraus in bekannter Weise L jedesmal experimentell be- 
stimmt werden kann. Wir sind also in vollster Ueberein- 
stimmung mit der Erfahrung, wenn wir L als die elektro- 
motoriscbe Kraft, in magnetischemMaasse gemessen, definiren, 
und zwar ist L die aussere, durch galvanische Elemeixte, 
Thermo elektricit at etc. gelieferte elektromotorische Kraft, 
wahrend die elektromotorische Kraft der Induction durch 
das erste Glied der rechten Seite der beiden ersten Glei- 
chungen 12 dargestellt wird. 


Ftinfte Yorlesung. 

Bewegungshindernisse im Dielektr icum. Zwei 
Stromkreise mit Condensatoren. Messung der 
tibrigen Grossen. 


45. Wir kehren nun zn unserem Modelle zuriick. Da- 
mit fur dasselbe die Gleichung 15 gelte, miissen wir an- 
nehmen, dass der Widerstand W nicht von einer Reibung 
der obersten und untersten Rohre in ihren Lagern herriihrt, 
sondern etwa von Windflugeln, die sich so in einem wider- 
stehenden Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig- 
keit proportionalen Widerstand linden. TJm aber vollkom- 
mene Allgemeinheit zu erzielen, muss hierzu noch ein an- 
derer Widerstand kommen. 

46. Wenn namlich die Stromleitung irgendwo auf- 
geschnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
legungen eines Condensators verbunden sind, so lehrt die 
Erfahrung, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
welcher der Ladung des Condensators proportional ist; diese 
ist wieder dem Integralstrome 

fV dt = l 

proportional. Es muss also dann W noch ein zweites Glied 
enthalten, wobei & eine neue Constante ist, deren reci- 
proken Werth wir als die im magnetischen Maasse gemes- 
sene Capacitat des Condensators bezeichnen. 
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Am Modelle konnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken uas das eine Eade 
A eiaer elastischen Schnur aa dem obersten resp. uaterstea 
Rohre, dessea Querschaitt ia Fig. 6 durch dea grossea Kreis 
dargestellt ist, das aa- 
dere Eade (im aaaafge- Kg- 6. 

wickeltenZustande obae 
Spaaaaag) aa eiaem in 
gewisser Entferaung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur lauft un- 
mittelbar am Rohre rei- 
bangslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drebung des Rohres wickelt sie sicb aaf dasselbe auf und 
iibt vermoge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drebang 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehuagswinkel 
proportional ist. 

47. Es mass bier bemerkt werden, dass durch Ein- 3 - sypofhM. 
fiihrung des Widerstandes &l die Beweguag aufhort i m zum.2.Erfcfli- 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aafwindang der ela- run9matze ' 
stiscben Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle iibrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorbanden- 
sein des Widerstandes col' sicb abspielen, so kann wobl keia 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleicbungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss naturlicb aucb fur die Elektri- 
citatsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverst&ndlich wieder eigentlich nicbt cyklisch, da sie nur 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlicb stark polarisirt werden soil. 

Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innem 
des Dielektricums als auch die dadurcb erzeugte Bewegung 
im umgebenden Aether (nur wahrend kiirzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in voUkommen 
cyklischer Weise vor sicb geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veranderten Ausdrucks far W 
auf beide Falle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boltzmann, Vorlemmgen. 3 
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[48. 


rleickungen 
Ir die elelc- 
rischen Os- 
oillationen . 


48. Nebmen wir an, es seien sowohl an der oberen 
als aucb an der nnteren Robre sowobl Windfliigel a ^ s 
eine elastiscbe Sebnur befestigt, so lauten die Bewegungs- 
gleicbungen unseres Systems: 


16) 


+ Gl'^) + (o 1 l\ +& x l v 

L 2 = i(Ol\+BQ+^r 2 +& 2 l 2 , 

7T- *jl dA l '** dB r r 60 

K ~~ 2 6k 2 dk 1 2 dk ’ 


Genau dies sind aucb die Grleichungen fur 2 Stx*om- 
kreise mit den Stromintensitaten l\ und V % und den Wider- 
standen co 1 und « 2 , wenn in jedem derselben ein galvami- 
scbes Element von der elektromotorischen Kraft L x resp. 
L 2 und ein Condensator von der Capacitat 1 : & x resp. 1 : 
eingescbaltet ist. 1 ) A, B sind die Selbst-, C der wechsel- 
seitige Induktionscoefficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzug der Maxwell’ schen Tbeorie bezeichnet warden, 
dass wir diese fiir die Praxis so wicbtigen Grleiclmngen, 
welcbe sonst erst als Consequenz der gesammten Theoiue 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleicb zu. _A.n- 
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahrungsthatsachen 
und Hypotbesen erhalten. Die grosse logische Scharfe der 
Maxwell’schen Tbeorie aussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfabrungsthatsacben auf einmal voranzustellen 
braucben, sondern jedesmal bei Hinzuziebung einer neuen 
Tbatsacbe sogleicb alle Resultate gewinnen, welche sich. aus 
den bisber beigezogenen Erfahrungstbatsacben uberha/upt 
folgern lassen. 

Die Gleicbungen 16 konnten mit der grossten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen. aus- 
gedebnt werden, sie erschopfen dann vollstandig die Theorie 
der Selbstinduktion, wecbselseitiger Induktion und elektro- 
dynamiscber Weeks elwirkung, so lange die Stromschwan- 


*) Thomson, phil. mag. (4), 5, S. 393 ; Helmholtz, Pogg. .Ann. 

83, S. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IY. Bd. S. 166. 
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensitat zu einer 
gegebenen Zeit in alien Langen- und Querschnittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleicb vorausgesetzt 
werden kann. Um sick aber von dieser Besckrankung frei 
zu macken, um die Abkangigkeit der Coefficienten A, B , C 
von den Abmessungen der Drakte, endlick um die Elektri- 
citatsbewegung in korperlich ausgedeknten Leitern zu finden, 
ist die Zuziehung weiterer Erfakrungstkatsachen erforderlick, 
welcke wir auf eine spatere Yorlesung* versparen wollen. 

49. Die vollkommene Identitat der G-leickungen fiir pedmtmg 

aes Moaells 

unser meckanisckes System mit denen fiir 2 Stromkreise, in ^ Theo- 
ist keineswegs etwa eine bloss zufallige, sondern vielmekr 
eine im Wesen begriindete, da ja sowokl unser meckanisckes 
System als auck die beiden Stromkreise nack unserer Yor- 
aussetzung genau derselben Klasse von Meckanismen an- 
gekoren, wenn auck Hiilfsmittel und Form der Ausfukrung 
die denkbar versckiedensten sind. Aus dieser Identitat des 
meckaniscken Grundtypus ist auck die vollkommene Analogie 
zwiscken dem Ablaufe der elektriscken Oscillationen und 
der Bewegung kockst einfacker Meckanismen z. B. ge- 
dampfter Pendel erklarlick. 

Natiirlick ist der Meckanismus der elektriscken Strome 
nickt nur vollstandig von solcken einfacken Meckanismen 
versckieden, sondern auck uns vollkommen unbekannt; wir 
kaben also kier eigentlick die Tkeorie einer Bewegung auf- Theone einer 
zustellen, deren Meckanismus uns ganz unbekannt ist, ja Bewegung. 
vielleickt in einer uns nock ganz unvorstellbaren Weise von 
alien Meckanismen abweickt, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastiscken Fliissigkeiten, fernwirkenden 
Anziekungscentren u. s. w. construiren konnen. 

Deskalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Meckanismen zur „dynamiscken Illustration^ nebenker zu 
betrackten, und wir sind iiberzeugt, dass alles, was notk- 
wendige Consequenz der Grundgleickungen der Meckanik 
ist, nickt bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auck 
von dem elektriscken Meckanismus gelten wird. 

So fremdartig daker auck die Tkeorie einer Bewegung 
ersckeint, von der wir keine Yorstellung kaben, so kabe ich 

3 * 



36 


Funfte Vorlesung. 


Discussion 
cler Gleichim - 
gen IS. 


Erhaltung 
<ler Arbeit. 


Joule* sche 
Warme. 


[ 50 . 

doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erortert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der yieler alteren Theorien Yielleicht bei weitem nicht so 
gross ist, als es auf den ersten Anblick scheinen mag. 


Es ware einladend, sofort die praktische Anwendung 
der Gleichungen 16 in alien Details zu diskutiren und so 
aucli die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien, welche fur den Theoretiker immer von 
gross em Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicbt meine Absicht, icb muss also be- 
ziiglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbticher 
verweisen; nur wenige fur unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hiergemacht werden. 
Zuvorderst soil die Gleichung, welche das Princip der Er- 
haltung der Arbeit ausdriickt, aus den Gleichungen 1C ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die ausseren elektro- 
motorischen Krafte, wahrend der Zeit St in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

SQ = L, Sl x + L 2 Sl 2 = (L l l\ + L 2 l' % ) St. 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
wahrend sich die beiden Kurbeln in der Zeit St um die 
Winkel Sl x und Sl 2 mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
2 a drehen und darauf die Krafte L x und L 2 in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier ftir Z/ 1 und L 2 deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhalt man eine Anzahl von Glie- 
dern, welche wir jetzt der Reihe nach aufzahlen und durch 
dem SQ beigefugte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren co behafteten Glieder liefern: 

17) SQ 1 = (a + <o % V*)St. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflligel 
in Warme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 
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Joule’ sche Warme. Die mit den Faktoreu & bebal'teten 
Glieder liefem: 


18) 


| J<? s = SI, + <V s #/ 2 = S + V*’j 
&i = &i l x und 0 2 — 7 % /, sind die Gegenkrafte tier 


dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
anf Spannung der elastischen Schniire . bei clem elektriscben 
Pbanomenen auf Erzeugung dielektriseher Polarisation ver- 


wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle iibrigen Glieder liefem. 
karrn als die Summe zweier Ausdriicke d 0 3 nnd S Q i dar- 
gestellt werden, indena man setzt: 


19) 


i 




• 2 (- 


, ev sc\, k 

-> « + 2 at + O 1 1 s skj° 


Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, weleher 
auf Hebung der an den drei Faden angehangten Lasten bei 
Verschiebtmg der drei Massen «t 1? m 2 , m s verwendet wird; 
bei elektriscben Stromen derjenige Theil cler von der 
Batterie gelieferten Energie, weleher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueberwindnng der ponderomotorischen 
Krafte erforderliehe Arbeit leistet. Endlich setze man: 


20) SQt = ST, 

wobei: 

^T= l -fA+ l ^-B+V,V z C 

am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen w 1? m v 
m 3 , bei den elektriscben Pbanomenen aber die lebendige 
Kraft derjenigen Bewegnng ist, welcbe in ibrer Gesammtheit 
den elektriscben Strom ausmacht und theils im durchstromten 
Drabte, theils im nmgebenden Medium ihren. Sitz bat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen. 


Auf ItMel- 
tritirang rer- 
brsmeMn Ar~ 
b*ii. 


Am»*«rg Ar- 
beit. 


EUkfroMm- 
tUtch* Emr- 
fic. 
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Wissen wir aucli weder liber das Bewegte nocb liber die 
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir docb, dass 
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
liehen Werth bat, den wir in einem yorliegenden Falle be- 
recbnen konnen, der bei Entstebung des Stromes aus der 
cbemiscben Energie des galvaniscben Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim 
Yerscbwinden des Stromes wieder inWarme oder andere uns 
bekannte Energieformen zurlickverwandelt wird. Dies wird 
nocb klarer an den speciellen Fallen, zu denen wir jetzt 
iibergeben wollen. 

51. Sei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden, 
seine Gestalt und die Lage etwa in der Nabe befindlicber 
Eisenmassen seiunveranderlicb; dannliefern die Gleicbungen 
16 fiir denselben: 

L = + wl\ 

dt 

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom l' a und lassen zur Zeit Null plotzlich die elektro- 
motoriscbe Kraft aufboren, so dass dannL= 0 wird, so folgt: 



Die Elektricitat bewegt sicb also wie eine trage Masse 
bei einem der Gescbwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Kobre stromende Fllissigkeit, nur dass 
ibre gesammte Tragbeit aucb von der Gestalt des Strom- 
leiters abbangt, namentlicb durcb spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend yermebrt wird, was in dem Umstande be- 
grlindet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natiirlicb muss sicb, wenn die Bewegung der 
Elektricitat aufgebort bat, deren anfanglicbe elektrokinetische 
Energie A.(l' a ) 2 : 2 (nacb Gleicbung 21) inWarme yerwandelt 
baben. In der That bat die erzeugte Warmer 

f al i dt 

0 

(rergl. Gleictung 17) diesen Werth. 
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Experimentell kann am leiehtesten durch den Impnls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 

0 

bestimmt werden und bieraus kann, da l' a nnd co ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, A gemessen werden. 

Ware aticb ein Condensator in der Strombabn, so be- Mumng 

'0*4 

kame man nach Aufhoren der elektromotoriscben Kraft die 
Gleichung: 

Al" + <ol' + &l = 0, 


welcbe auch fur die Schwingnngen einer gedampften Mag- 
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersen bis 
Hertz 1 ) berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von # dienen, wobei wir noch das Prodnkt 
I't , wenn darin V = 1 und£ = 1 ist, vorlaufig die magnetisch 
gemessene Elektricitatsmenge 1 nennen, natiirlich ohne nns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- Mesmng 
veranderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen j ^ 
darin die Stromintensitaten l\ a und l' 2 a bestanden haben. v 
Da horen plotzlich die ausseren elektromotorischen Krafte 
auf und es wird daher: 


\ c ^+ s w + - »• 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 


*) Kirch hoff, Ueber die Beweg. d. EL in Drahten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 193, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28. S. 1 , 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, Ueber 
Inductions waage, phil. mag. Febr v 1880. Lodge, Hertzsche Schwin- 
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lecher, Wien. Ac. 
Bd. 99,. S. 357, 1890. 
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K^V+ 0> 3 i\ 2 )dt = 7 d(±i\>+ f r 2 * + CTV' a ) . 

Die linke Seite ist die wahrend dt entwickelte Wiirme; 
dieselbe wird also bloss anf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt nnd ist gleieh cler Abnahme 
der letzteren wahrend derselben Zeit. 

Integriren wir die letzte der Grleieliungen 22 bis zu 
einer sebr spaten Zeit, zu welcher l\ 7 1' 2 die Werthe 
haben sollen, so erlialten wir: 

w 2 a ~ *V) + C(i\ a - l \ e ) = «>JI\ dL 

Urn 0 zu bestimmen erhalten wir anfangs durcli Uingero 
Zeit l\ constant gleicb l\ a 7 wahrend im zweiten Stromkroisc 
keine elektrorq.otorische Kraft wirkt, so dass l\ a ==* 0 ist. 
Dann entfernen wir plotzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mented den Integralstrom im zweiten Stromkreise Jl\dl 
tlber eine genugend lange Zeit erstreckt. Da nacli einer 
solchen jedenfalls beide Strome aufhdren , so ist l\* = l' t / 
= 0 also: 

Gl\ a = co 2 f l' 2 di, 

woraus G experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht iiber die Q-leichungen voile 
Klarheit. Alle diese Consequenzen konnen daher Hchon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 

53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Pig. 7. Condensator und Widerstand hintereinan- 

der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am haufigsten angewendete 
Schaltung ; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es kdnnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet soin 
(Fig. 8). Dann hatte man eigentlich vier 
separate Zweige und es konnte die Strom- 
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starke , wenn die Capacitat des Condensators eine sehr 
grosse ist, in alien vier Zweigen versekieden sein. Dock 
erkalt man in versckie- 
denen speciellen Fallen 
Grleickungen von der- 
selken Einfackkeit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
co efficient, Wider stand 
unci Capacitat ver- 
sckwinden. Bezeicknet 
xnan dann mit l\ nnd 
l\ die Stromstarken in 
den Zweigen , welcke 
die Widerstande ent- 
kalten und wo die elek- 
tromotoriscken Krafte 
der Induktion wie zakl- 
reicke, in je eine Windung eingesckaltete galvaniscke Ele- 
mente von kleiner elektromotoriscker Kraft wirken, mit n x 
und n 2 die Condensatorladungen, und mit L x , L 2 die elek- 
tromotoriscken Krafte der Ketten, so wird: 

L x = f t (Al\ + CQ + o h l\ 4-^Vr 

Eine nocli complicirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welchei' bloss die gerad gebrocben gezeicbneten Leitungen 
mit den Stromstarken m\ und m\ erlieblicben Widerstand 
© 2 ; bloss die spiralig gezeicbneten, mit den Stromstarken 
l\ und l\ erbebliche Selbst- und Wecbselinduktionscoeffi- 
cienten A, B, G haben sollen. n v n 2 sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann obne Be- 
eintracbtigung der Allgemeinbeit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrocbenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condensator galvaniscke Elemente, in ersterer 
von den elektromotorischen Kraften M v M v in letzterer von 
A,, N 2 eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleicbungen: 
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Mechanismus, 
um A , B, O 
unabhangig 
vertmderlich 
zu machen. 


( -~Ml\ + Gl\) = w 1 m' l 

23) i 

I N l -± i (Al\+Cl',) = -d- 1 n l 
l\ — -f* w' r 

Die Gleichungen fur den zweiten Stromcomplex konnen 
hier wie oben der Symmetrie gemass gebildet werden, da 
derselbe genau wie der erste bescbaffen ist. 

Am Modelle wtirden Gleichungen von der Form der zuletzt 
entwickelten gelten, wenn sich sowohlnia die oberste als aucb 

unterste Rohre eine Schnnr 
aufwiekeln wtirde , welcbe 
die Axe je einer beweglichen 
Rolle triigen. Um dieseliefe 
eine zweite Schnur (Fig. 10). 
Auf das eine Ende dersel- 
ben wirkte die aussere Kraft 
N 17 deren Zug sicb eine 
elastische Feder entgegensetzte ; auf das andere die aussere 
Kraft M 1 und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen aucli fur 
negative m r und n zu erfiillen, mlissten die Schniire auch 
unzusammenscbiebbar sein. 


Fig. 10. 





Sechste Vorlesimg. 

Praktische Ausfiihrung der Modelle. 


54. Durch Aenderung von r l oder r 3 amModell werden 
nur die Selbstinduktionscoefficienten A und B verandert. 
Bei Yeranderung von r 3 aber verandert sich nicht bloss 
der wechselseitige Induktionscoeffieient C, sondern auch 
gleichzeitig A und B, da ja das mittlere Rohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wiinschenswerth, drei 
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur A, daher nur r 1} bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur r 2 , bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur C wachst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r 3 wachsen, dagegen r x und r 2 so ab- 
nehmen, dass - f r 3 2 und r 2 2 + r 3 2 constant bleibt. 

Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sich imPunk- 
te D schnei- 
den; darauf lie- 
gen zwei der 
Lange nacli auf- 
geschlitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 
LocherbeiderLi- 
neale hindurck- 
gekt, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit ra 3 verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse %. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Faden, 
welche zu den Massen m x und m 2 fiihren, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann liber eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann liber je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwarts. 

Sind die Langen der Faden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Rohren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt, 
so sind die Bedingungen erfiillt: r 1 2 + r 3 2 = A(7 2 und 


Fig. 11. 
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2 - Theil- 
ch ccnisnuis. 


rccJctzsche 
csfiiJirung 
\6Her Mo- 
cZe.lle. 


r 2 2 +r^ 2 ~BC 2 . Es ist also nur noch ein MechanisXKius noth- 
wendig, welcher gestattet, bei unveranderter I^age des 
Punktes C die Langen A C and BO zu andern und iimgekehrt 
bei Constanz dieser Langen den Punkt O zu vcrschieben. 

Dies kann so realisirt werden: Vor dem besclxriebeiien 
Blecke befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sick selbst versckiebbares in der Distanz x yoxa ersten 
Blecke. Am Sckeibcken G ist eine in die Eicb-tung des 
Scklitzes des Lineales AC fallende nickt ganz bis A rei- 
ckende and eine zweite senkreckt zu den Blech&n nack 
vorn za liegende nickt ganz bis znm zweiten Blecke rei- 
ckende sekr enge Rohre befestigt. Yom Scheibcken A gekt 
eine dritte Rokre aas in der Ricktang A C, die in die erste 
etwas kineinragt. Yom zweiten Blecke aber eine vierte 
Rokre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Rokre ist am Blecke so befestigt, dass sie stets senk- 
reckt daza bleiben muss, sick aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann. Durck alle vier Rohren geht ein 
biegsamer aber weder ausdeknsamer nock zasamnaenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibcken A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Bleckes za liegen. Genau so ist das Sckeibcken B 
mit einem kinter dem ersten Blecke in der Distant y davon 
befindlichen dritten Blecke verbunden. x, y 7 % sind die 
Yariablen, von denen jede nur einen Induktionscoefficienten 
andert; x, y je einen Selbstindaktions coefficient en; ver- 
andert sick dagegen bei constantem x und y nar %, so 
andert sick bei constanten Selbstindaktionscoefficienten nur 
der weckselseitige Indaktionscoefficient. 

Sind alle drei Rohren in Drekang begriffen, so wirkt 
daker auck aaf die Yariable x nar die l\ 2 proportional© 
Kraft, auf die Variable y nar die V 2 proportional©, endlich 
aaf % nar die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Aaf % wirkt also keine Kraft, wenn sick nur das obere 
oder nur das antere Rokr drekt. 

55. Diese idealen Modelle geniigen vollstandig nnseren 
Zwecken; sie sollen ja bloss zar Veranschaulichurag nickt 
zur experimentellen Priifang der abgeleiteten Satze dienen. 
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Trotzdem wirkt auch hier machtig der Drang nach realer 
Existenz. Es beschreibt Lord Rayleigh 1 ) einen zn diesem 
Zwecke dienenden sebr einfacben Apparat, an welch em je- 
doch die Parameter nicht verandert werden konnen, was 
fiir uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwahnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren , der wie ich glaube 
alien Anforderungen geniigt. 

Ich beschreibe zunachst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 

Eine cylindrische Rohre B , Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab A steckt , ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben j D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Rohre. Die Fig. . 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichenHohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Rohre F. Der Hohlring tragt 
zwei vis-a-vis liegende kleine Zapfen u 7 die 
wieder durch passende Schlitze der ausseren 
Rohre F hindurchgehen. Ist die innere Rohre 
fest und rotirt die aussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu storen, konnen durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen Pi g. 13. 

dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die aussere Rohre tragt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-^-vis liegenden Ecken (in Fig. 13 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 

x ) Phys. Soc. of London Yolum. 10, p. 434. November 1890. 
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Rohren- 
axe und aucb zu einander nnd stehen urn die Rohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse m nnd m so dass also diese Massen obne 
Storung der Rotation gehoben nnd gesenkt werden konnen. 
Dieser Apparat wurde nnr ganz rob znr Erlauterung eiries 
Bestandtbeiles des Nacbfolgenden ausgefubrt, da die mit 
ibm auszuftihrenden Experimente nicht yon Belang sind. 

56. Wir branchen nnr drei derartige Apparate nach Art 
der Fig. 4 Art. 39 zn koppeln, so erbalten wir ein Bycikel, 
yon dem Fig. 14 einen Dnrcbscbnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeicbnnng zeigt. In Fignr 14 ist, urn Platz 
zn sparen, nnr das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stablrobr B geht dnrch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe dariiber gesteckte kurze Rohrstucke G in drei gleiclie 
Tbeile getbeilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrobr F. Die Reibung des obersten und un- 
tersten stellt die Krafte W 1 nnd W 2 dar, wenn sie freilich 
ancb ein anderes G-esetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen nnd den beiden kurzen Rohrstiicken, sowie zwischen 
dem spater zn beschreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Robres sind bebufs moglichster Verminderung 
der Reibnng Friktionskngeln K eingefiigt, wie sie bei den 
Fabrradern der Byciklisten tiblicb sind, um docb in einer 
Hinsicbt der Namens vetters cbaft der beiden Vorrichtungen 
gereckt zu werden. Durcb das Stablrobr B geht ein Stab 
A, welcber mit drei liber das Stablrobr gesteckten auf- und 
abscbiebbaren, aber nicbt drebbaren Ringen G (in Fig. 14 
nnr der mittlere sicbtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
lauft je ein drebbarer Ring E, welcber den einen Befesti- 
gnngspnnkt u des Centrifugalregnlators tragt. Der nicht 
drebbare Ring C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit C bezeicbneten Ringe. Sonst be- 
zeichnen gleicbe Bucbstaben in Fignr 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtbeile. Der Stift 3 und die Verbindungs- 
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scbraube zwischen A und G geben natiirlicb durch einen 
passenden Scblitz des Rohres B. Der unterste drebbare 
Ring und der Zapfen v x (um 90 Grad yerdrebt v\) der un- 
tersten beweglicben Robre F 1 tragen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregulatoren; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder u, letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrebte 


Lage dar) des mittleren 
drebbaren Ringes E und 
v des mittleren beweg- 
licben Robres F aber ist 
ein anders bescbaffe- 


Fig. 16. 


GT 



ner Centrifugalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben tragt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welcbe die Massen tragen, sind senkrecbt an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siebe Figur 16, wo 
immer gleicb punktirte Linien ein fest yerbundenes System 
yon Stangen darstellen.) Bei Annaberung der Zapfen 
nabern sicb daher die Massen der Axe. Zapfen u geht 
natiirlicb durcb einen Scblitz des Robres F. Man siebt 
leicbt, dass dieser Mecbanismus so bescbaffen ist, dass r 3 
abnimmt, wenn r x und r 2 wacbsen, und zwar erfiillt er die 
Bedingung: 


r x 2 + r 3 2 = r 2 2 + r 3 2 = const. 

Durcb Senken der centralen Stange wird r z , daber aucb G 
yergrossert, obne dass B und A sicb andem. Dies ent- 
spricbt der Vermebrung des wecbselseitigen Induktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Robre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annaberung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durcb welcbe die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geandert werden konnten, wurde yerzicbtet. 

An der oberen und unteren Robre ist je ein borizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Scbrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welcbe je ein yertikales Zabnrad 
tragen. Die vertikalen Zabnrader greifen mit einer koni- 
schen Verzabnung in die beiden borizontalen Zabnrader ein. 
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet. 
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie i n Fig. 4, 
Art. 39 durch Eeibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen 
w dienen bloss, um die Centrifugalregulatoren bei Versuchen, 
wo ihre Winkel niclit geandert werden, auch an den Rohren 
F direct befestigen zu konnen. 

Die untere bewegliche Rohre F 1 tragt (in Fig- 14 nicht 
sichtbar) eine, die obere F 2 zwei horizontal liegende Rie- 
menscheiben. Seitwarts steht eine zweite parallel© vertikale 
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben, 
welche nach Wunsch an die Axe geklemmt und losgemacht 
werden konnen. Eine ist mit der Riemenscheibe der unteren 
Rohre, die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben 
der oberen Rohre, jedoch so yerbunden, dass sich oben das 
eine Paar gleichsinnig, das andere entgegengesetzt dreht. 

57. Mit diesem Apparate konnen folgende Experimente 
ansgefiihrt werden: 

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Ge- 
schwindigkeit wachst, dreht sich das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere 
gleichsinnig. Diese Wirkung ist grosser, wenn die centrale 
Stange ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Rohr wird mit constanter Geschwin- 
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemenscheiben nicht 
geklemmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwarts, 
vermehrt also den wechselseitigen Induktionscoefficienten, 
so dreht sich das obere Rohr entgegengesetzt; schiebt man 
die Stange aufwarts, so dreht es sich gleichsinnig wie das 
untere Rohr. 

3. Dreht man das obere und untere Rohr in gleichem 
Sinne, so wird die centrale Stange nach abwarts gezogen, 
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An- 
naherung der beiden Stromkreise entspricht. 

4. Dreht man das obere und untere Rohr entgegen- 
gesetzt, so wird die Stange hinaufgezogen. 

58. Dieser Apparat wurde yon dem Mechaniker Herrn 
y. Gasteiger in Graz in yorziiglicher Weise ausgefuhrt 
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und die Experimente an demselben gelingen vollstandig; fur 
die Werkzeichnungen und manche Hilfeleistung bei der 
Construktion bin icb Herm Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, fiir die Beihilfe bei einigen nachtraglichen 
Veranderungen und die Anfertigung sammtlicher Zeich- 
nungen und Pbotograpbien fiir das Yorliegende Buck Bterrn 
Dr. Fomin, Assistenten der Physik in Mlincben zu Danke 
verpflichtet. 


Sielbente Yorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 


59. Um die Abhangigkeit des Induktionscoefficienten murgan 

von den Abmessungen der Stromkreise zu finden, miissen Z nen 

wir natiirlich jedes Langenelement eines solcben als ein 
kleines Monocykel, um die Stromung der Elektricitat durcb 
raumlich ausgedebnte Korper zu finden, jedes Volumelement 

als ein selbstandiges IndiYiduum, in welcbem eine cy- 
klische Bewegung stattfindet, betracbten. 

Konnten wir dies in mecbaniscben Modellen zum Aus- 
drucke bringen, konnten wir den ganzen Baum mit kleinen 
Modellen von der Natur der soeben betrachteten fallen und 
die Wechselwirkung aller iiberblicken: Wir konnten uns 
ein anschauliches Bild aller elektrischen und magnetiscben 
Phanomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus, 
von dem der in Maxwell’s ersten Arbeiten angenommene, 
in secbseckige Zellen getbeilte Aether eine Idee giebt, in 
Messing auszufiihren oder sich in der Vorstellung klar zu 
veranschaulichen, ware gleich unmoglich. Hier Yerlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betrachten also jetzt das allgemeinste cyklische 

System, in welchem die Position aller Massentheilchen durch 
v + 1 cyklische Yariablen l , l 2 . . . l v und beliebige 

langsam veranderliche Parameter k v k 2 ... k n bestimmt ist. 

Boltzmann, Vorlesungen. 4 
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3. Hypothese 
Corollar zur 
2.: die in den 
Elementen 
thatigen Me - 
chanismen 
sind, wie die 
der gansen 
Strchne , den 
obigen Glei - 
chungen un- 
terworfen. 


Der einfachste derartige Fall ist der, dass wir uns an Stelle 
der friiker betracliteten zwei, jetzt v + 1 Stromkreise 
denken und wieder annehmen, dass die Sckwankungen der 
Stromintensitat so langsam vor sicli geken, dass in jedem 
einzelnen derselben zu jeder beliebigen Zeit die Strom dicbte 
fur jedes Langen- und Querscknittselement gleicb voraus- 
gesetzt werden kann. Allein wir baben aucb nock den 
allgemeineren Fall zu betrackten, dass die Stromintensitat 
von Element zu Element weckselt. Es treten dann an Stelle 
der gesclilossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 
und V, l\, V 2 . . . V v sind die Stromintensitaten in den ver- 
sckiedenen Elementen. 

61. Freilick kann strong genommen wieder in einem 
einzigen Elemente unabkangig von alien anderen eine cy- 
kliscke Bewegung dauernd nicktbesteken; nur versckwindend 
kurze Zeit ist die Elektricitatsbewegung in ^ einem Strom- 
elemente unabkangig von den umgebenden Elementen moglick. 
Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricum annakmen, 
dass daselbst durck kurze Zeit eine wesentlick gleicke Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd bestekt, 
so wollen wir voraussetzen, dass auck bei rasck verander- 
licken Stromen die Bewegung in jedem Elemente noch den- 
selben Charakter kat, dass wir also auck auf sie die Grlei- 
ckungen anwenden konnen, die wir fur gescklossene Strome 
fanden. Genau genommen gekt unsere Yoraussetzung nur 
dakin, dass auck bei iknen, wie bei geschlossenen Stromen? 
in dem Ausdrucke fiir die lebendige Kraft das undiffe- 
renziirte l nickt eingeht. Das liber die langsam verander- 
licken Parameter k, welcke die Positionen der ponderablen 
Korper bestimmen, Gesagte gilt ja selbstverstandlick jetzt 
ebenso wie frtiker, und andere Specialisirungen der allgemeinen 
Gleickungen der Meckanik kaben wir bisker nickt eingefiikrt. 
Wir nekmen daker an, dass in den Stromelementen die 
gleicken, denselben Gleickungen unterworfenen Meckanismen 
thatig sind, wie in gescklossenen Stromen, wenn wir auck 
fiir einzelne Stromelemente den experimentellen Nackweis 
kierfiir nickt direkt liefern konnen, da in einem einzelnen 
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Elemente far sich ein andauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 


62. Natiirlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr 
raschen (den Hertz ’schen) Schwingungen nicht moglicher- 
weise der Einfluss solcher das nndifferenziirte l enthaltender, 
hier nicht beriicksichtigter Glieder entdeckt werden konnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max- 
well’ schen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zn nenen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls muss sich die Elektricitatsbewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nahern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

63. Mogen nun durch die v + 1 cyklischen Yariablen Aufstn 
die Zustande ebenso vieler geschlossener Strome oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle 

auf einmal iiberblicken konnen. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeubt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle ubrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soli gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die ubrigen Strome definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausiibt. 


64. Sei m ?: irgend eine Masse des Systems, welches k- 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit 
wieder: 

= aH f + b\l\ + b\V 2 . . + b\l' vl (i = 1, 2, 3 . . p) 
sei. Dann ist: 


m x (V) 2 
2 



V* + m i a i V (\H\ 


+ 4" • • b\l v ) + if. 


if und N sollen Grossen sein, welche das V ohne Index 
nicht enthalten. Hiernach ist: 


4 ; 
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i=l £=1 


i~ P 

+ l' '^m i a i {b l i l f 1 + V r, + • * K i l'v)+ N 

i = 1 

2 i=p i=p h = v 

= ^ mi ( ai ) 2 + ^22 

i=l i-1 h — 1 


Wir wollen nun vorlaufig den Aufstrom, gleichgultig, 
ob wir uns darunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit J(s), 
die einfacbe Summe mit A bezeichnen, also setzen: 

24) A = 2 m i {af) 2 , ^( s ) = 2 2 rnfaWh l' h . 

£= 1 i= 1 7i=l 

so dass: 

25) 3P=^r»+iV(«) + JV J 

wird. Fur zwei Strome ist l , l v J(s ) mit dem identiscK, was 
dort mit l v l 2 und l\ C bezeichnet wurd e.lbw) 


wovon hangt 65. Die Grosse J(s) bezeichnen wir als das Moment 
eiZs sTomes unseres Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grosse 
aJ)? ist offenbar abhangig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
derlntensitat und Lage sammtlicher anderer Strome. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensitat in demselben, da ja V vor das Summen- 
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi- 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensitat 
im Aufstrome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Curve aufzufassen. 


M cu™Ltie- s Wir konnen in ein beliebiges Feld einbeliebiges Element 
menus und einer Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 
ware, wiirde ihm rmmer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Spateren kommt daher auch jeder unge- 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Richtung 
hat. Dm diese eindeutig zu definiren, miissen wir eine 
bestimmte Richtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 
Je nachdem die Stromungsrichtung der positiven Elektricitat 
mit derselben zusammenfallt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann V mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Aendern wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Richtung von s positiv wahlen, so andert sich daher nichts 
als das Zeichen vonT; daher bleiben auch inunserenFormeln 
alle Grossen unverandert; nur die Coefficienten welche 
mit der ersten Potenz von V multiplicirt erscheinen, andern 
ihr Zeichen, wahrend alle Coefficienten b unverandert bleiben. 

Es folgt daraus, dass A und N unverandert bleiben, 
wahrend /(s) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdriicken, dass wir 
schreiben: 

26) J(-s) = -J{s). 

Diese Gleichung folgt ubrigens schon daraus, dass 
durch die blosse Uebereinkunft, die entgegengesetzte Richtung 
von 5 als positiv zu wahlen, sich unmoglich der Werth der 
lebendigen Kraft T andern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur V sein Zeichen andert, so muss auch 
dessen Coefficient J(s) das Zeichen weehseln, wahrend A 
und N ungeandert bleiben. 

67. Wir finden nun fur die elektromotorische Kraft, 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- 
hindernisse die Gegenkraft W austiben nach Gleichung 8, 
Art. 36, den Werth: 

27 > L -im + w ’- iJ § 1 + aj zr+ w - 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
anderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische Kraft L(s), welche zur Ueberwindung des Wider- 


6. Erf ah - 
rungssatz: der 
Strom hat 
eine Rich- 
tung . 


Elektromoto- 
rische Kraft 
im Auf strom. 
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lent einer 
me (Con- 
quenz). 


standes und der durch die Veranderungen des Feldes in 
nnserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
bloss das 2. nnd 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
also 1. nicht dieWirkung auf die anderen Strome des Feldes, 
2. aber auch nicbt die elektromotorisclie Kraft, welcbe der 
Anfstrom in sick selbst erzeugt und welcbe durcb das erste 
Glied der Gleicbung 27 ausgedrlickt wird. Dann ist also: 

28) L(s) = + W. 

Cb t 

Es kann ubrigens das weggelassene Glied der Gleicbung 27 
unter yerscbiedenen Verbaltnissen an sicb scbon ge gen die 
ubxdgen yernachlassigt werden, so dass das mittlere Glied der 
Gleicbung 27 iiberbaupt die gesammte im Aufstrome in- 
ducirte elektromotoriscbe Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensitat im Aufstrome sebr klein ist. 
Dann ist V sebr klein und das erste Glied yerschwindet 
gegen das zweite. Pbysikaliscb ausgedriickt: der Aufstrom 
ist so scbwacb, dass er selbst nur yerscbwindend wenig zur 
Cbarakteristik des Feldes beitragt; diese und daber aucli 
die im Aufstrome inducirte elektromotoriscbe Kraft riihrt 
fast ausscbliesslicb yon den iibrigen Stromen des Feldes 
ber. 2. Dasselbe gilt aber aucb, wenn der Aufstrom nur 
ein yerscbwindender Tbeil des Feldes, also nur ein Strom- 
element ist. Dann yerschwindet, aucb wenn die Strom- 
intensitat darin beliebig ist, eo ipso die yon ibm erzeugte 
Wirkung gegeniiber der durch das ganze ubrige Feld her- 
yorgerufenen und der in Gleicbung 28 angegebene Wertb 
yon L(s ) liefert die ganze elektromotoriscbe Kraft L in s. 

68. Hat V in mehreren sicb aneinander scbliessenden 
Tbeilen eines Stromleiters denselben Wertb, wie dies jeden- 
falls in einer geringen Zahl sicb unmittelbar folgender 
Langenelemente desselben Stromes angenommen werden 
kann 1 ), so ist offenbar die Gesammtkraft L {^£s), welcbe durcb 
das Feld in s inducirt wird, gleicb der Summe JEL($) der 
Kraffce L ($), die in den einzelnen Stromleitern wirken. Ist 


x ) Diese Bedingung ist iibrigens fiir die spateren Consequenzen 
nicht einmal nothwendig, da das Moment J gar nicht yon V abhSngt. 
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portional ds . 


j(s) das Moment eines solclien Theiles, J{2s) das Moment 
des Inbegriffs aller Theile, so hat man: 

daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass fur t = — oo, 

J(s) = J(2s) = o ist: 

29) J(2s) = 2J{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J(ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man jfdsj utpro- 
dies noch in mehrere (n) kleinere gleich lange und gleich- 
beschaffene Elemente da, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ(da), 
d. h. es ist J(ds) proportional der Lange ds, daher: 

J {ds) == Eds, 

wobei E eine endliche Grosse ist. Dies folgt ubrigens auch 
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines j(sj=/jds, 
endlichen Stromes: 

30) J{s) = f J(ds) 

ist, wobei das Integral uber alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die 
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Korper 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung 
iibergreift. Naturlich wird moglicherweise auch noch die 
Lage anderer Strome des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedriickten Weise langsam veranderlich zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 


J als Linien- 
integral. 


Ponderomo- 
torische Kraft 
auf den Auf- 
strom. 


JT = - 


dT 

dh 


l' 2 d A 
2 dk 


,dJ(s) 

dk 


8N 
dk ‘ 


Hier riihrt das erste Glied von der Wirkung des A.uf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die iibrigen Strome des Feldes ausgeiibt -wird. Die 



56 


Siebente Vorlesung. 


[ 70 . 


Wirkung des Feldes auf den Aufstrom, welche wir jetzt 
einzig und allein betrachten und mit K(s) bezeichnen , ist 
daher lediglicb dnrch das zweite Glied bestimrnt. 

Ist die Stromintensitat V im Aufstrome sehr klein oder 
der Aufstrom nnr ein nnendlicb Heines, daher verschwin- 
dendes Element des ganzes Peldes, so verschwindet das 
erste Glied. Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
toriscbe Kraft, welcbe in Folge der Wirkung auf nnseren 
Aufstrom auf den Parameter k wirkt: 

31) K{ft)=s -r*m. 

Wenn sich alle Parameter k urn 8k andern, ist daber die 
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Krafte 

32 ) 2 z ( s ) s k = - 'inr Sk = ~ 1 ' 7 0 )- 

Da alle Strome in einander greifen und das Zusammen- 
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimrnt, so lasst 
sich. eigentlich nicbt scbarf unterscheiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem , einen, 
welcher von dem anderen Strome herriihrt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Strome gleichzeitig 
bestimrnt sind, allein wir wissen, dass, wenn. wir den 
Ausdruck 31 fur jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das friiher besprochene erste Glied verschwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ausdriicke K (s) addiren, wir 
sicher die auf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten. 
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von 
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natiirlich wieder : 

K(2s) = 2K(s) und J{Ss) = J£J(s). 
ofeine- 70. Gleiches gilt von der gesammten lebendigen Kraft 

■ n juf- oder, wie wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen 
Energie des Systems; dieselbe ist: mok 

2 d l' ' 2 dl\ 2 dV* ' ** 

Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 
elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

V dT vx 
2 dV 2 
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fur jeden der Strome resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdriicke zum Schlusse 
addiren. Wir konnen jedem der Strome gerade diese elek- 
trokinetiscbe Energie VI: 2 zuscbreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welcben gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetiscben Energie beitragt, und mit T(s) bezeichnen. 

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will- 
kiirlich, da ja die elektrokinetiscbe Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Strome entsteht. Es lasst sicb also 
nicbt strenge unterscheiden, welcben Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetiscbe Energie T(s) zu- 
schreiben und dann die alien zugeschriebene elektrokine- 
tiscbe Energie addiren, so liefert die Summe die ricbtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

N VdT Z' „ , Tf 

U s ) — 2 W ~ 2 ^ Al + 

1st wieder entweder l' sehr Mein oder zahlen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass s ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welcbes fiir sicb allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcbarakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das ersteGliedund esbleibt: 

83) T{s) = l -J(s). 


Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes’ Satz. 

71. Sei das Moment irgend einer gescblossenen Curve s j a u i 
zu bestimmen, wobei natiirlich eine Umkreisungsricbtung fConseqn 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrummte Flache <£, deren 
Contur jene gescblossene Curve ist und zerlegen diese Fl&che 
in unendlich viele unendlicb kleine Flachenelemente dx. 
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Da jede im Felde liegende Curve ein Moment hat, so muss 
auch die Contur jedes Flachenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit J(dx) bezeichnen wollen, 
wobei natiirlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. J{0) oder fJ(dx) sei die Summe der 
Momente aller dieser in die Curve s eingezeichneten kleinen 
Conturen. Nach Gleichung 30 kann man aber die Con- 
tur jedes Flachenelementes dx wieder in sehr viele Linien- 
elemente zerlegen und nach Gleichung 
Fig. 17 . 26 heben sich in der Summe fJidx) die 

.w Momente aller im Innern der Curve $ lie- 

\ genden Linienelemente auf, da jedes 
' derselben einmal in dem einen, das an- 
I dere Mai im entgegengesetzten Sinne 
J durchlaufen wird; die Elemente aber, 
V / welche in der Contur der Flache 0 lie- 

gen, liefern zusammen J(s). (S. Fig. 17.) 

Es lasst sich also J(s), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral fJ(ds), auch durcli ein Fla- 
chenintegral darstellen. Es ist: 

34) J{s) = fJ(dx), 

woraus selbstverstandlich folgt, dass J[dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E r 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das iiber eine Curve 
erstreckt ist, deren Lange klein von der Ordnung ds ist. 

Wenn J(s) als ein iiber die Flache 0 erstrecktes 
Flachenintegral fE'dx ausgedriickt erscheint, soli es immer 
mit J{0) bezeichnet werden, ein Werth, welcher natiirlich 
alle Mai nur von der Contur der Flache 0 und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der iibrigen Gestalt der Flache 0 abhangt. 
onenten 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

E omentes . „ 1 

im vongen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds, Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stiicke dx , dy, 
d% parallel den drei Coordinatenaxen sind, wahrend der An- 
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fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte yon ds zusammenfallt. (In 
Fig. 18 fur einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden 
Strom gezeicbnet). Den Inbegriff aller dx, dy und d% 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie s'. Sei 5 die Contur einer 
Flacbe O, s' die einer anderen 
Flacbe O', welcbe sonst iiberall mit 
O zusammenfallen , nur am Rande 
entsprechend der dort zu erfullen* 
den Bedingung unendlicb wenig ab- 
weicben soli. Es ist also dann: 

J(s) = J(0), J(s ') = J{0'). 

Nun weicben aber die beiden 
Fl&chen O und O' nur in Flacbenelementen von einander 
ab , deren Summe einen unendlicb kleinen Flacbeninbalt 
liefert. Das Moment der unendlicb kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, d% besteben, muss nacb 
dem Bewiesenen unendlicb klein, wie der davon umscblos- 
sene Flacbenraum sein ; daher muss aucb das Moment der 
Gesammtflacbe , um welche O und O' verschieden sind, 
unendlich klein sein und der Unterscbied zwiscben J(O) 
und J(O') yerscbwinden. Gebt man daber zu wirldichen 
Differenzialen iiber, so wird J{0) =J(0') und daber aucb 
J{s) = J(s'). 

Bei Berecbnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element ds ersetzt werden durcb seine drei Projectionen 
dx, dy, dx auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Gdy, 
Hdx, so ist also: 

35) J(ds) = j Fdx + Gdy + Hdx . 

73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abbangt, so konnen 
F, G, II ixberbaupt nur mebr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktes abhangen, durcb welcbe das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade 91 ziehen, deren Projectionen 


Fig. 18. 



GO 


Achto VorlcKiui}' 


Coordinatm - 
system nut 
Rtchts - 
schrauhm- 
drehung 
( Welnran - 
kendrehmgj. 


Stokes’ Satft 
in der Elene, 


auf die droi Coordinatensixon gloirh den W milieu v..» K 
O' und //in dem betreifenden Punkto *ind. Hiese < Jennie 
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36) ,/(</*) Vlr/.v nis (\U, ds). 
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Stange ist. Das entgegengesetatn hofawt dam* ^Hupfeiiotiortliftateii* 

system.** 


Fig. 1». 
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rodueirt sicli ,l(dx) auf /(Fdx) + Qdy), was uberdie Contur 
von dx, die Immune Linio der Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Hoi ;r 0 dor kleinsto Worth von x, welcher einem Punkte R 
dioHcu- Contour zukonunt, x x der grosste der dem Punkte S 
•/ukoinmen soil, x und x -f- dx seien zwei beliebige Wertbe 
von :r, von donon der orsto den beiden Punkten A nnd D, 
dor lotzte don beiden Punkten H und G der Contur zu- 
kommt. Dunn ist: 

f fi’dx = fj<’dx -jwdx, 

UABX RUON 

wobei 1< V irgend einnn Worth des F in deni oberen Theile 
dor Contur bezoiolmot. Eassen wir das auf das Langen- 
difiorenzialo Alt bozUgliobo Element des ersten Integrates 
mit. dem auf das Lilugondiffcrenzial DC des zweiten beziig- 
liohon zusammon und ebonso das auf jedosLangendifferenzial 
bozUglirho Element des ersten Integrals mit demjenigen 
Elomonto dos zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
dartlbor liegoude Ltlngondiflerenzial beziebt, so wird: 

»i 

J*Fdx a= J(F — F) dx. 

Wird die Ordinatendiffcrenz je zweier vertikal liber- 
tdnander liegonder Lbngondifferenziale mit y bezeichnet, 

so ist: 

, 9F 

* “ 11 + 7 ’eU' 

Da aber die gauze Contur nur unendlich klein ist, 
so katm dF-.dy fftr jodon Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Intogralzeichon gesetzt worden. Da ferner: 

/‘tjdx gloich dem Inlialte dx der vou der Contur um- 
BchluKHoneu Fiitcho int, ho hat man: 

(lenau ebenso findet man: 

f Qdy = 4 -~-~dx, 
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daher: 



U Ratme ?6. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, dass 
dx beliebig im Kaume liegt, abgeleitet werden. "Wir legen 
dann drei neue Coordinatenaxen (die der f , rj, f), so dass die 
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sicb gegen die angenommene Umkreisungsrichtung 
von dx so verhalt wie die alte z- Axe zur Ueberfuhrung 
der positiven sc-Axe in die positive y- Axe auf kurzestem 
Wege (dass die IJmkreisungsrichtung eine Weindrebung um 
die positive 0£-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegentiber den drei alten 
congruent sein. (Es sollen wieder Weineoordinaten sein.) 
Ist wieder 21 der Vektor, dessen Componenten F \ G, H sind, 
so bat man zunacbst: 

- ^ f{Fdx + G\dy + Hdz)== fds SC cos (SC, ds) = f{0dg + Wd?j), 

wenn 0 und W die Componenten des Vektors 31 nach der 
neuen und y- Axe sind. Letzterer Wertb ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleicb: 

Ferner bat man bekanntlicb, wenn die Cosinus der 
Winkel je zweier Coordinatenaxen nacb dem beistehenden 
Schema bezeicbnet werden: 



X 

y 

% 

§ 

a 

(3 

r 

V 

a' 

P 

r' 

£ 

a " 

p 

r" 


(p = aF+ (3G + yH, 


B 6 n d 


dS 



cc'F+ p'G+y'H, 

d t d *6 / d 

drj dx -P By ^ ^ 8% * 



76.] Vektor, Componenten und G-leichungen d. magn. Induct. 68 


Substituirt man dies in den Ansdruck 88, so fallt 
dF:dx, dG:6y und dE:dz ganz beraus, die Grosser 

d_G _ dF 
dx dy 


erscheint mit {a$ —a'fl) dx = y"dx = dv *) multiplicirt, wobei 
dX, dfij dv die Projectionen yon dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fallt die Umkreisungsriclitung yon dx , 
sobald es urn einen spitzen Winkel in die ^s-Ebene gedrebt 
wird, mit derjenigen Drebung um 0 zusammen, welcbe die 
positive y - Axe auf kiirzestem Wege in die positive Axe 
tiberfiilirt, ist also y n positiv, so ist aucb dv positiv, sonst ^^or^com- 
negativ zu bezeicbnen. Da die ubrigen Glieder des Ausdrucks aieickungen 
38 durcb cykliscbe Yertauschung aus dem eben betracb- tJch£ 9 in- 
teten folgen, so ergiebt sieh schliesslicb: 

f J(s) = J{dx) = f(Fdx + Gdy + Hdx) 

1 — adX + bdfi + cdv = 93 dx cos (93, n) , wobei: 


40) a = ^ — 
dy 


dG 
dz ’ 


b = 


dF 


8H 

dx 


dG dF 
dx dy 


aus einem uns noch freilicb verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleicbungen der magne- 
tiscben Induktion heissen, und zwar nacb ibrer Ableitung 
die Stokes’ schen. (Das Wort Influenz ware freilicb im Ge- 
gensatz zur faradiscben Induktion passender.) 93 ist der 
Yektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleicb a , b, c sind. Die nacb derselben Seite, 
wie friiber Of gericbtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeicbnet. Umscbliesst s eine endlicbe Flacbe, so wissen 
wir bereits, dass J(s) dieSumme aller J(dx) Flacbenelemente 
derselben ist, also: 


J(s) = f{Fdx + Gdy + Hdx) = fJ(dx) 

= f(adl + bdfjL 4- cdv ) — f %5dx cos (93, n). 


Will man diese Gleicbung lieber rein geometriscb, aus 
der Gleicbung S7 ableiten, so verfabre man wie folgt: Man 
construire ein unendlicb kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sicb in der Spitze 0 treffen, den drei Coordi- 


0 Kir chboff, Vorlesungen iilber math. Physik 3. Aufl. S. 41 u. 42. 
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Ai'hft* Vorlrsmig. 


natenaxeu parallel sind; die* 0 gogonUborliogrndo Fliieho dos 
Totraedors soi dx, die andoron droi NeitoutliLehou «//., <//«, 
dv. Man sieht sofort, dass ./ (</ x) J(d/.) 1 d(dy) I d(di<] ist, 

da skill in dor lotzton Summo dio Integral*' ilbor die in il 
zusammenstosson don Tetraederkanten aul heben. Bercehnet 
man ,T(dX), d{dy) und ./(dr) uaeh Formal :t7, so hut man 
sofort dio Formal U9) fftr das Tetraoder. Man kann alter 
jodo von irgend oinor Curve * imisrhloHsoue 
Pig. 20 . Fliieho 0 in lauter Droiocke zorlogeu, web-bo 
r, C, dio Kigonsohaften dos obigon I > retook* dx 
I I habon (Fig. 20 ). Man logo tmondludi viola 
/ / Ebonen in imondlioh kloiuon Ahstaudeu jm- 
*/ 1 rallol dor*//- Kbono. Dioso sollon dio Fliieho 
pj /pt ( ^ } t ^ ,r d'fanho unoh in don Can on < * ( , f‘ a , 
pj/\/p, • • • sell Hidden. Durob einon 1‘wukt l\ 
J auf (\ logo man zwoi Kbonen parallel dorxt- 
■ — und y% - Kbono; dioso sehnoidon ini Yer- 

oino mil dor Curve < oin limook nus dor 
Flacho s aus; aio sollon dio Ourvo t\ in /’ 3 mid l\ srlmeiden. 
Man legt dann wiodor durob /’ 3 oino dor y i», durob l\ onto 
der aiai-Ebono parallolo Kbono; solmoidon dioso dio Ctirvo r f 
in P 4 und P fi , so legt man wiedor durob t\ oino dor x i durrh 
P 5 eine dor »/s.-Ebene parallolo Kbono a. s, }', So wird dio 
Fliieho 0 in lautor Droiocko von dor gowiinsobton Form zer- 
legt und man orhillt aucli dio Hloiohung -11. 

Will man hinwiodernm die (Hoiehung HS> «dmo don 
Umweg iibor die Gloiohmig .'$7 aldoiton , so logo man dx 
so im Eaume , (lass dio ini obon doiiuirton Sinno dazu ga- 
zogene Normalo n mit don droi positivon (kmrdinutouaxon 
spitzo Wiukol bildot (Fig. 21). Man zidcbno auob dio Frn- 
jectionen dv und dl von dx auf dio xy- und yi -Kbono; 
endlich lasso man oino Kbono K paralbd dor xi- Kbono fort- 
wandern; ihre ^-Coordinate soi //„, wonn »ie dio Contur 
von dx zum erston Male bertthrt, y x wonn ihr Durdimdinitt 
mit dor Contur wiedor auf hurt; in zwei %wisrhonliigon f dio 
einander unendlich benaehbart sind , a her babe sie dio 
t/-Coordinaten y und y + dy. Wir nonnen d alter dioso Lagan 
kurz die Lagen y und y + dy. Die Ebene E schtudde in 
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der Lage y die Contur von dx in den Punkten A und B. 
Es ist nnn: y 

J Qdy = f(G s - 0 A )dy. 

Vo 

Habe A die Coordinaten x, y , % dagegen B die Coordinaten 
x + y , % — £; so ist also: 

o, - Oj. + ||f - £*f dab«: 



2/a 



3/0 yo 


Da fEd% und fFdx durch cykliscbe Vertauschung gewonnen 
werden, so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 


gelten mit unveran- 
dertem Zeichen ftir 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrebung 
als positive Drebung 
gewahlt wird , d. h. 
also die Drehung 
von der positiven x- 
Axe auf kiirzestem 
Wegegegen die posi- 
tive y- Axe (also von 
der positiven VAxe 
geseben im Sinne 
des Ubrzeigers ; ent- 
gegen einer gewfthn- 
lichen Scbraube. die 


Eig. 21. 



in einer fixen Mut- 


ter in Richtung der wacbsenden ». fortscbreitet). Natiirlich 
muss dann aucb die Nonnale n so gelegt werden, dass ? 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden ware; die 
Drebung der Hopfenranke die gewahlte Unakreisungsrichtung 
von dx ware. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

Boltzmann, Vorlesungen. 5 
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Miinchener Art, liier unter Verschmahung des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemassheit der Gleichungen 39 
und 41 die Relation: 


42) 


IdH 

e a) 

\d y 

~ dx) 


j cos (nx) 


, IdF dH\ , s f 

+ 1st - ~ 8 x ) cos (»*) + 


ea 

dx 


dF 

dy 


cos (nx) 


stets besteht, wenn F, G, H beliebige Funktionen von x , 
y , %, ferner dx ein beliebiges Flachenelement und n seine 
Normale ist und die Integration fur Weineoordinaten wein-, 
fur Hopfencoordinaten hopfenwendig liber die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell* sche 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
yon Maxwell’s Wege abweiche. Dieser betrachtet namlich 

nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Elektri- 
citat verschiedenes Agens betrach- 
tet wurde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, wollen wir 
dagegen zunachst bloss Yon Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Strome dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
einanderstossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige CurYe SJSF- Pig. 22 durch 
beliebig viele aquidistante Punkte 
(A, B, C..) } Yon denen v auf die 
Langeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS = AB 
= BG . . . = 1 : v getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 


Fig. 22. 
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Scbeibcben yon sebr kleinem (nicbt vielleicbt gerade unend- 
licb kleinem) Flacbeninbalte dx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zur Curve und ibre Scbwerpunkte in A f B, (7... 
liegen. Die Contur eines jeden Scbeibcbens werde von einem 
elektriscben Strome von der (fiir jedes Scbeibcben gleicben) 
Intensitat l' s durcbflossen, und zwar weinwendig . d. b. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ibre Langenelemente 
dS ) von S gegen N gericbtet denken, dem Sinne des Ubr- 
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die 
Scbeibcben blickt. 

Das ganze System beisse das Solenoid S, welcber Bucb- 
stabe zugleicb die Lange der Mittellinie SJSF des Solenoides 
bezeicbnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektriscben Felde , so ist das Moment des Stromes, 
welcber ein Scbeibcben umkreist nachFormelS9 d. vor. Art.: 

J(dx) = dx[a cos (d S,x) + b cos (dS, y) + e cos [dS, »)]. 
Bezeicbnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, d%> * 

so ist wegen dS = 1 : v 

J(dx) = vdx(adx + bdy + cdz). 

Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Grleicbung 29 
Art. 68: 


43) J(S) = vdxf{adx + bdy + edz ), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wicbtig zu bemerken, dass a , b, c bloss von 
der Bescbaffenbeit des Feldes, in welcbem sicb das Sole- 
noid befindet , dagegen die ubrigen Grrossen bloss von der 
Bescbaffenbeit des Solenoides abbangen, bis auf J, worin 
beiderlei Grrossen gemiscbt vorkommen. Setzen wir: 

44) J\adx + bdy + edz) = (p , 
also: 


45) 


a 


dcp __ dcp 

Tx' ~ dy’ 


c 


dcp 

91 ’ 


so wird auch (p bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswertbe und, wenn es kein vollstandiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abbangen. 
Es ist dann einfach: J(S) = v(pdx. 


5 
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Achte Vorlesung. 
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7 . Erf ah- 78. Multiplicirt man diesen Ausdruck mit — V 8 und diffe- 

rungssatz. 

Auf gtschios- xentirt partiell nacli den Coordinaten, welche Gestalt und 

s'eneSolmoide A . . 

wiriu iceine Lage der Mittellmie des Solenoides bestimmen , so erhalt 
man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotorischen 
Krafte , welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ten. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, fiir 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen , in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Strome des Feldes nicht durch die Scheibchen des So- 
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Differentialquotienten yon cp nach alien, Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabeln Null sind; dass cp 
fiir ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhangige Constants ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehorigen elektrischen Stromen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann karm 
das Solenoid, ohne Strome des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an, dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
des aufhort, dass also dort /, welches ja nach seiner De- 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthalt, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhangen, Null ist. Ware das Solenoid ganz 
in einer von Elektricitat durchstromten Schale eingeschlossen, 
so konnte ohne erhebliche Storung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
konnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Stromen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht cp 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig andert, 
so.lange nur keiner der Strome des Feldes durchkreuzt wird. 



79.] Krafte auf offene Solenoide. g$ 

Daraus folgt nach bekannten Satzen der Theorie der 
Differ entialaus dr iicke , die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden, dass d<p in jedem 
Raume , der nicht von den elektrischen Stromen desFeldes 
durchsetzt wird, ein vollstandiges Differentiale ist nn d (p 
selbst eindeutig bleibt, solange niclit durch den Integra- 
tionsweg Strome des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden 
also bloss Krafte vorhanden sein, welche auf seinen An- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Va- 
riabeln, welche bloss den Yerlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Pnnkten bestimmen, werden keine Krafte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von cp fur den Punkt 
N mit keinem Index , den fur den Punkt S aber mit eineirt 
Striche, so wird nach Grleichung 48 fur ein homogenes 
Medium : 

J(8) = vdx{cp — c p ). 

Sind x, y , % die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 

46) vl' s dx = m, 
s<^ findet man also: 

47) X=-»§|, Z--« •&, 

oder nach den Grleichungen 45: 

48) X = — wiflj Y — — mb, Z = — me. 

Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
driicke gelten fur das andere Ende 8 des Solenoides. 

Wir konnen jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensitat dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden musste , urn die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Sudmagnetismus mtisste na- 
tiirlich in S concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, fur welche m und die Lage der beiden Enden die- 
«selbe ist, verhalten sich in alien ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 


Krafte < 
offene St 
noide. 
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Strom en umschlossen wird, also <p mebrdeutig 
ist, bedarf einer naheren Erlauterung. Wir denken uns 
da zunachst einen nnendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23) 
AB von der Intensitat V und der Richtung von A gegen 
B nnd in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 

Solenoides von der Intensi- 
tat m, wabrend sich der 
Siidpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fahrt. 

Wir nebmen als durcb 
die Erfabrung gegeben an, 
dass die Kraft P, welcbe 
ein solcber Strom auf den 
Solenoidpol ausiibt, erstens 
der Intensitat des Stromes V, 
zweitens der Intensitat m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beiderr verkebrt proportional ist und 
viertens auf derEbene ABN senkrecbt stebt und ihremSinne 
nacb durcb die bekannte Ampere’scbe Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. b. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot 
und Savart (freilicb fur einen Magnetpol) experimentell ge- 
priift. Wir setzen daber, um mit Maxwell’s Bezeicbnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P = 2 fimV : r. 

Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welcbe geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige gescblossene Curve NQBZJ Fig. 23 bescbreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welcbe durcb einen beliebigen Punkt 0 
des Stromes senkrecbt zu diesem gezogen ist und NT± ON 
Dann bat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 


Pig. 23. 




®^*] Elektrische Strome in Korpern. 

Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: ^ * 

P x N'T=* 2 fxmV x *$zN'OT. 

Beschreibt^ daher N eine gescblossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht u mf asst, 
dagegen 4 npmV, wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt, Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welcbe bei Bewegung des Pols in siehtbare lebendige 
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkrafte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom in AB 
aufheben muss. 


Neunte Vorlesung. 

Elektrische Strome in Korpern. 


81. Wir gehen nun wieder zur Betracbtung eines vollig 
neuen Falles uber. Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfaden voraus. Wir wissen aber, dass auch raumliche 
dreidimensionale Korper von Elektricitat durchstromt wer- 
den konnen ; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirbare Fall ist, der sicb dem eines linearen Strom- 
fadens rmr mehr oder minder nahern kann. 

In einem solcben raumlich ausgedehnten, von Elektri- 
citat durchstromten Korper hat aber die elektrische Stro- 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder 
diese noch die Intensitat der Stromung andert sich sprung- 
weise (hdchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir fur alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensitat im Allgemeinen gleich 
voraussetzen kbnnen. Wir konnen uns die Sache dann immer 
so denken, als ob der Korper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfaden durchzogen 


Stromung im 
Ecvum. 


9* Erf ah- 
rungssatz. 
Strome in 
Korpern sind 
elenfalls ge- 
ricJitet. 



Neunte Voiieaung, 


Siromdichtig- 

\keit. 


4. Hypoth&se. 
Superpos. der 
WirJcung un- 
endlich naher 
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Fig. 24. 



wiirde, deren jeder die friiher einzelnen Stromfaden bei- 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Korpers ein un- 
endlich kleines Flachenele ment dq Fig. 24 senkrecht z u 
den Stromfaden. Mdq sei die Zahl der Stromfaden , welche 
durch dq hindurchgehen , V die Stromintensitat in einem 
einzelnen derselben. Wir konnen 
also M als die Zahl der Stromfaden 
bezeichnen , die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch- 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen wiirden, wenn der Stromungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Korpers gleichmassig herrschen 
wiirde. Das Produkt Ml' nennen 
wir die Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
dere Hypothese auffassen, dass mehrere unendlich nahe 
parallele Strome einem einzigen Equivalent sind, dessen 
Intensitat gleich der Summe ihrer Intensitaten ist. Freilich 
ware ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln 
fiir raumliche Strome kaum moglich. Theilt sich dann ein 
Biischel von Stromfaden, die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Biischel, so haben wir den Vorgang der 
Stromverzweigung. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit A, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve a in einer bestimmten Um- 
kreisungsrichtung durchlauft. Durch Grleichsetzung beider 
Werthe von A gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Langen- 
element d <r der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69 : 
49) A = - l' g dJ[S), 

wobei dJ(S) die Veranderung ist, 'welche das Moment -des 
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Feldes J(S) auf das Solenoid erfahrt, wenn der Pol die 
Strecke da zurticklegt. Wir denken Tins nun im Korper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegentiber der Curve a ist. Seine Axe soli die Lange 
ds haben und parallel den Stromfaden sein. ds soli sehr 
gross gegentiber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegentiber der Curve a sein. 

Wir theilen A in zwei Summanden B und C; B soli 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
alien ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her- 
riihren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgetibten Krafte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir konnen uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung A immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuitat oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 fiir diese Strome vorhanden. Daher ist fiir 
sie Anfangs- und Endwerth von J(S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) iiber die geschlossene Curve a 
integrirt liefert fiir sie den Werth Null. Es ist also B ~ o. 

Bei Berechnung von C aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlusse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null fiir alle Stromfaden, welche nicht durch die 
Curve a hindurchgehen. Fiir alle Stromfaden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) G = A = 4?r (imMl'dq. 

Man wiirde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
von Joubin 1 ) beriefe, welcher direct die Krafte experimen- 


-1 ) Joubin, Compt. rend, der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 
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tell bestimmte', die auf einen in durcbstromter Kupfersulfat- 
losung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind nnd ibr Resultat auch vielleicbt 
weniger zweifellos feststebt,'* so zog icb es vor, von den 
Yersncben Biot’s nnd Savart’s, auszugeben. 
mponenten 82. Wir bezeicbnen nun die drei Grossen: 

er Strom- 

dicTite. ^ ___ jyry cog ^ ^ ^ __ j^/ cog 

w = Ml' cos (r ? x), 

(wobei V die Ricbtung der positiven Stromung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfallt) , als die Componenten 
der Stromdicbte im Punkte P, ferner den von der Curve <r 
umschlossenen Flacbeninbalt mit dx, endlicb die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wablen, dass die angenommene Umkreisungsricbtung 
der Curve <7 die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dx cos ( l\ n)~ dx [cos ( l ' , x) cos (n, x) + cos (l' f y ) cos ( n, y) 
+ cos (l'y x) cos (n, x)\ 

Daher liefert Formel 50: 


52) A = 4 7 tfimdx\u cos (n y x) + v cos (n, y) + w cos (n> &)]. 
Nun wollen wir die Grosse A nacb der zweiten Metbode 
berecbnen, indem wir die Krafte X, Y y Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleicbungen 48 entnebmen. Da- 
mals wurde (siebe Gleicbung 46 und 47) gesetzt: 


dJ(S ) 
1 s ~dY~ 



Die letzte Gleicbung folgt aus dem am Scblusse des Art. 64 
Gesagten. G ist die in der vierten und funften Vorlesung 
so bezeicbnete Grosse. Aus Gleicbung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ibrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Ydy — Zdx die der elektrokinetischen entnom- 
mene, in sicbtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Wertbe 48 und integriren wir 
bber die Curve <r, so erbalten wir: 

A — m f(adx + bdy + cdx). 


Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
immer gilt, wenn darin F } G, H beliebige Funktionen von 

/jrf’n ^ , JCf) --rJn-r 


l 


if 
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■jt, y i i nind, so kiinnon wir daselbst auch a, h, c fur F, H, G 
hu list it ti iron, uud erlialten: 



Netzen wir dies dotn Ausdmcko 52 gleicli und l>e- 
denken, dass die Glcichheit. fttr game bolicliigc Wertlie der 
(Winus gelten muss, so erlialten wir die drei Grlei- 
ciiungen : 


58 ) 


4 it ft it 


He 

Hy 


fib 

H%' 


4 7 t jit ie ?:r 


4 rr r = 

fib fitf n 

dx d y 


da 

dx 


de 

dx’ 


Stcik 

Strom 

( 7 lUU; 


Hl\. Ks handelt* sieh nodi durum, auch die Bedeutimg 
der hbrigen drosson hoi der Ntrftmung in kOrperliclien Lei- 
teru m iixiren, Wenn wir zuniidmt zur ttegenkraft der 
BewegungKlutulmuHso tthorgohou wolkm, ho liabon wir strenge 
zwmehon lantern und Dieloktrieis zu unterHoheidon. Da 
dim Wort ^Widerntaud** lender zur Bozoiehuung den mit <o 
hezeidmeten gnlvaniHclum Leitungswiderntandes gelmluchlich 
iM, mhwHen wir mm wold htiten, Hiatt „t}ogonkraft der 
flewegungdunderniKHe 4 * ebenfallH dan Wort „Widerstand“ 


M 1^ Idahor Umtagto gilt nur im homogemm isotropen Medium. 
Kiiie im verwddrdimmi Htdlen vurtK'.hieden concern t.rirtc Eisonchlorid- 
H»*mng giclit chi Bdnpkd dmi« inhomogenon isotropen MediumB. Ver- 
Mirhc in tmldnut Median liegeu nodi gar niclit vor. Am ersten kann 
nmn nmdi nun don Orenzbedingungan, die fUr TrannuiigBfifiehen zweior 
vrm4»ict.lcncr Kfirper gelinn , also gawiasermaasBen (lurch Umkdirung 
tier Method#, wddic die Grtmawchichton al« dttnno, aher eontimiirliche 
thdierginge betmehtet, auf dun Verhaltcm Rolchcr Mcdicn emeu ScIiIubs 
ulclirn. He vhd id nicher, dawn gemdiluHsaiuj Holonoide , welche auch 
hii Immr» vmi einem inhmnogcucn Medium orfttllt Bind, Krftfte nach 
hummi lOwUben wilrdcu und ihmn diihcr die cinfadintc Vcrallgomei- 
miritug tmwrcr Uleiehuogim darin hcBh»ht, danw wir fUr solehe Mcdicn 
wUrti : 



t ii ; 


^ It 


dibits) 

in ’ 


4 n ir 


iHir.y) 

dx 


d{ai ft) 


diem) 
dx : 
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zu gebrauchen , weil sonst Verwuehslungon dieter, wit* solum 
im Artikel 43 auseimindergesetzt wurde * total verschie- 
dencn Grosscn unverinoicUich wnren. 

5 . Hypothesis. Betrachten wir zimiichst emeu Loiter: duMelled die 

Jedes Ldn- , , . 

gmeiemmt Gegenkraft der BowcgungahmdenuNHe m vtnvin emzemen 

\\€f\ f(£7*t XU (jO ( 1 1 f * t "1 % 

einm xinah- Stronifaden W = (ol . Wir KC^tzon voruus * <Ihhs mvn $i'vndt i 
trag. bo, wic cs fUr die elektromotorisoheii Kriifie solum duivli 
die dritte Hypothcsc Artikel 61 finding! ist, me It <Ue*e 
Gegenkraft axis unendlich vielen Summnudnn ztisummnnsnt/t, 
von denen je einer V dto von je einem Elomonte ds dns 
Sfcromfadens herrfthrt, und duns dunn die in dm* xiorton 
und fiinften Vorleaung entwiekelten nllgnmeimn* merlmuLehen 
Beziehungen niclit blows filr jedeu Btromfuden u U Gauzes, 
sondern auch ftir jedes Element da dosnelfinn gotten. I hum 
ist also: 

Den Worth von Ml' erhillt man, wenn man die Ulejetumgen 
51 der Reihe nach mit cos (f, x), cos (/', ;/), etc (/ , :} multijdi- 
cirt. Ks folgt daim: 

W ~ J M^ ucot1 ( r ’ *) + »* ««(!'.»/) -f- "•«■»» s(/ , :)]. 


6 b£ v ?mZ- Seien feruer y, f die ('oinjamuntni der nnsscren 
Kl ' afte > welche die Bewegimg dor Klektriritiit in d.*m Kin- 
tmmlnw- mente d # whores Stromiadeus antreibon; daim ist die Kraft, 
ugen. welche in der Richtung von V wirkt, 


I cos (r, x) + r/cos (r, ;/) + ;-ccw(r, t), 
daher die Gesammtkraft im Stronifaden: 


/II cob (f, *) 4 * »/«>«(/', y) .f. £em(r. %}]. 

Endlich ist nach Fennel 30 und 35 Art. »H und 72: 

J(s) = / ds [Fcos (l\ a?) 4* 0 cos (/', y) 4* // ros (/ , i) j. 

Wenn keine sichtbare Bewegung dor pomicruhlcu Kftrper 

eintritt, wird also: 


dJ(n ) 

IT 



cos (/', *) 


+ 


d Jl cm ( r >y) + > *>! 



Components <1. inneren u. Susecrcn ekktromot. Kr&fte. 77 


Die (tknelmng 28 Art (>7 liefert daher: 


I [£ COH (l', or) + 7; COS (!', »/) + £ cos (/', *)] 

s f <h [rf* COB ( r ’ ^ + d <it C0H ^ + Tf cos *) 

j ^ [m coh (/', :r) + c cos (/', y) + w cos (l\ a). 


Nach don gemaehton Annalnnon muss die obige Gleichung 
fttr alio Memento </.•>• oinzoln crtullt soin; es muss also zu- 
ntloltst. soin : 

£ --- A’, tin , ij =5 tlx, £ — Z y tlx, 

woboi A',, )\ . Z, endlioho Grdssen sind uiul die Componen- Component™ 
ton dor dio galvanise!) goloitote Htromung im betreffenden n*aJ?Krlft. 
Punkto dos Kbrpers antroibenden ausseren elektromoto- 
riKchon Kraft (Ohomisinus, Thermoeloktricitat) darstellen. 

Kornor muss soin 

, Mdx 
U(o — G , 

wobei dio ondlicho Grosso <■ die spocifische Leitungsfahig- spec tjuche 
koit dos K dopers irn betreffenden Punkto heissen soil- fnh^kiu. 

I tioso Formed zoigt zugloich , dass dor galvanische Wider- 
Htiuul dto dos Mementos dos Stromfadens der Lange ds 
dossolbon direct und dem Querschnitte verkohrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfadon auf die Quersclmittseinheit 
entfallen und folglich 1 : M als Quorsclmitt eines Fatlens zu 
betrachton ist. 

Die Anwondung dor Gleicbung 55 auf ein einzelnes 
Moment liofert nach Substitution dies or Wertbe: 


5(1) u < ' A’ 


S 3 ( ' ( Kj 


dG\ n ( v Z dE 


ft4, Fttr die in dor Zeit {ft in einem Stromfaden von 


der Lange tlx ontwickolto. Joulo’scbe Warme liefert die 
Gleichung 11 (Art. 50): 

. Dddx ,/m.. 


dtol'*<Sl « 




T)wt Volumolenumt von dor Lange ds und dem Querschnitte 
dq, also dem Volumen dqds^dr enthalt Mdq solcher 
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Elektrokine- 
tische Energie 
eines Volum- 
elementes. 


Componenten 
der dielek- 
trischen Po- 
larisation. 


Reibungselek- 

tromotorische 

Kraft. 


Faden , daher ist die darin wahrend der Zeit § t entwickelte 
Joule ’sche Warme Mdqm.^1 so gross, also gleich: 

57) dl=^l' 2 8t = ^{u 2 +v 2 +w 2 ). 

Die elektrokinetische Energie in einem Elenxente ds 
eines Stromfadens ist nach Gleichung 33 (Art. 70): 

L J(s) = i^s[.Fcos (r, x) + G cos (V, y) + JETcos {V, *)], 

u u 


die im Volumelemente dr von der Lange ds und der Quer- 
schnitte dq also: 


58) 


UE= ~ dr [F cos {l', x) + 0 cos (l', y) + cos (l', *)] 
\ ^p(uF + vG + wR). 


85. Genau so nehmen wir in einem Volumelemente dr 
von der Lange ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
tricums M-dq parallele, durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebung l entstehende Strome an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindernisse W dem un- 
differentiirten l proportional. Wir miissen daher setzen: 
59) Ml cos ( l } x) — f, Ml cos {l, y) = g, Ml cos {l, %) = h; 

g , h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 
tion der Volumeneinheit heissen. Wir wollen ferner die 
Componenten der im Dielektricum wirkenden ausseren elek- 
tromotorischen Kraffce mit X 2J Y v Z 2 bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kraffce nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Reibung Elektricitat erregt werden konnte, 
ja nicht einmal, dass iiberhaupt die mechanische Reibung 
die eigentliche TJrsache der Elektricitatserregung daselbst 
sei. 1 ) Diese drei Grossen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von X v Y l; Z l ; an Stelle von u, v , w tritt 
df dg dh . 

' dt 7 dt ’ dt 1 


0 Um dies sowie schwerfallige Wortzusammensetzungen zu ver~ 
meiden und gleichzeitig einen sicher Wiirdigen nach beliebten Mustem 
zu feiem, konnte man dem G-alvanismus den Guerikismus gegenuber- 
stellen und X i7 Z 2 die guerikischen Kraffce nennen. 
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tmtliich mi Stoll** von <' nine amlore Oonstanto k:i% 7 welclie 
wir <lio DinlnktriHirungH^ahl odor Dioloktricitatsconstantc 
nenmvn wtdlnn* dorado ho, wie wir atin der Grleichung 55 
din Uloiohuogon 50 gowonmm habnn ? so orgeben, sicli jetzt 
die folgnmltm Uhnclmugen: 



I< Ur din Knorgie dor dielektriscben Polarisation im 
Volumelnmnnfn rfr ubor ergiebt nidi huh der Gleichung 18 

{Art 50): 


ill) 


<1 H » (/•* +• f + A*). 


Ks ist hierbiu noch wohl zu bentorkon , dass im Dielektri- 
<-um die Htromeomjmiuuitcm u, r, w imrner die Wertlio 

df tig tih 

dt' dt ' dt 


tJ2) 


haben, wolrho Wertho nnmentlieh aueh, sobald es Rich um 
tnn Diolektrirum handolt, in den Stokes’schon Stroraglcichun- 
ge« 53 und 54 Art. H2 substituirt gedacht werden milsson. 

HH. HolbxtverHUlndlich giobt es zwischon roiuen Leitorn 
und foimm Isolatoron Zwisohonstufon, sogonannte Hal blotter 
odor btWHor gemigt, loitonde Dielektrica; denn die wesent- 
liclmte Kigmixchaft derselbim bostoht woniger in ihrem zu- 
njfiiat Hehr gnmsuu LeitungHwiderstand, sondern vielmehr 
darin , dass itebon der olektrischen Leitung sicb dariu auch 
dialektriHcdie Polarisation bemerkbar macbt. 

Die experimentello Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerado die griissten Schwierigkeiten , da die Ober- 
fllkshenleitung und ausserdem bei fasten KOrpem die In- 
homogonitbt, bei FlQxHigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderos sebr stbren ; daher ist os orklilrlioh, dass ausser 
einigon bewt&tigendon Vorsuchen von Cohn und Arons 1 ) 
die Maxwell 'ttcbo Annahme liber das Verhalten dieser Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prttfung gefunden hat und 

*) Wted, Amnion Bd. 28, 8. 454, 1886; Bd. 88, S. 18, 1888. 

) it: f «, // <f, 


DiHektrhi- 

rungszahl. 


Dietrfctriui- 

rungsgleb 

chungen. 


ftnrrgi? tier 
dwlrktrm'hun 
Polarisation 
in mim Vo- 
lume temrnte. 

a Hit , ! 

h I 


7. lltjpvlhvse. 
tfuperposi- 
tbmprinap 
im teitendm 
Dieltktrlcum. 
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dull or heutzutage wohl noeh als Hypothese bezoiohnot. werden 
muss. Dioselbe bestoht darin , dass in Halbleitorn dielek- 
trisohe Polarisation nnd galvanise, be Leitung Rich unbehm- 
dert superponiren, die eine durch die DielektrisirungHglei- 
chungen 00, die andere durch die WidorstandHgleiohungen 
50 bostimmt. I>ie iUisseren oloktromotorischen KriU'te, welche 
auf die dielektrisoho Polarisation wirken , ki’mnen dabei 
moglicherweise andere sein und (labor andere Werthe haben, 
wie diejenigen, welche auf die galvanise.be Leitung wirken; 
(labor wurde zwischen A',, }', Z x und A' a , Y v Z a unterHchieden. 
Als elektromotoriHe.be Kritfte dor Induction aber: 
dF:dt, dG-.dt, dllult 

sind in beiden Pillion diesolben Werthe einzufllhmi, und 
zwar ist bei ibrer Bereclmung die gesammte elektrisehe 
Stromstilrke, sowold die galvaniacbe als aueh die durch 
Aenderung der dielektriscben Polarisation bedingte, welche 
letztere durch die Ausdriieko 02 gegeben ist, einzuftthren. 
c<mp<mauat Um Irrungen vorzubeugen , wollen wir (labor jotzt die Com* 
md det gale, ponenton der gosammten elektrischen Strbmung mit u, e, u\ 
^Slrov, lot. die der galvaniscli geleiteten StrOmung alloin aber mit p, </, 
r bezeiehnen, so dass wir haben: 


tiupe.rpo&i- .> r » >♦ 

tUmtglekhun- yg) « = W + ' , V = (7 4- f , w s» T + /, . 

gm. > r dt' 1 1 dt’ dt 

f guk/mgn' Wir erbalten dann statt der Gleichungen 56 die folgendon: 


04) 


P = 




of z, 


dE 

dt 


)• 


In don Gleichungen 58 und 54 dagegen ist nicht p, q, r fUr 
u, v, w zu Hubstituiren , aondern dieeo Gleichungen gel ten 
ungekndert ftir das leitende Uielektricum und u, v, w haben 
in denselben die (lurch die Gleichungen 63 definirte Be- 
deutung. 

1st die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von uns als die 7. bezeichnet vrarde, aueh heuto 
noch nicht ganz feststehend , so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die. ftir Letter 
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uml Nirhtleiter geltenden Relationen einlmitlieh xusammon, 
!iuli‘m me in din f Ur Udtor geltenden itbergehen, wonn wir 
die I bidektrimrungs/.ald k a set'/en, dagegon in die fUr 
l>ielektrini geltenden, wenn die Leitungslahigkeit (> =-? o i«t. 

Man meld ieieht, dans tii< v st^ fill* leitendo Diolektrica 
iiulgesfelltmi (Heirhungen gun/, denjenigen entHpreohen, 
wrli'hn wir fill* dun dmvh Fig. 0 dargest, elite Schema fanden 
uml in Arttkel f»!i ids die (Jleiehungen 2d boxeiehneten. 
!h*n dml mil .i/ } mirr 1/, $ bezeiehnetem Kniflon cuts p roclum 
jei/.t ,V } . ) j , /j , den mil A p A'., be/.eiehneten A 3 , ) r a , Z 3 ; 
den < irmseu n (// { uder w 3 ) und ///' entsprorhen j\ //, //. und 
'/* r * dim / alter ?/, r, n\* tmdlieh den Oonstanton to und 
// die jet /.I gehnuudden (’unstanton l : <* und 4?t : k. 


Zelmte Vorlenung. 

(inset zu der at a tiuniiren und angtmilhert niaiio- 
uilruu Strum ung. 


s7, Wir imheti mm die Aulgabe dor Ableitnng dor 
(fnindgirdrhtmgen im Weseidliehen goRlnt und oh i»t bier 
audit undue Ahsiehi, mieh in nine weitlilnfige Anwendung 
dm Hidlum uuf npetdelle Kill le einzulaHHoti. Nur die Her- 
hutting tier idufachsitm (irundglniehungon dm* alien Klektri- 
citiitHtlumrie und Optik noil noch nugeHehloHsen warden, da- 
mit tier Sinn der gefundenen Uleiclttmgtm naeh keiner Rich- 
iung dunkel Ideihe, Wir wollen /.uniichst einige ( iloiohungen 
ahloitmi t welt he nur ConHetjut*ir/en tier vmrhergohenden 
Knrtuelu da rate Hen , nlmr deron Kenntniss I Hr die weitoren 
Krttwickeluiigim uuurlilsHlieh ini. 

Ann den Am (Heiehungtm 40 (h. A tier Zunammeu- 
tttaUuiig in Art. HH) fbtgt sofort: 


(15) 



Bh Bit 
Btj V tit 


a. 


n 


It it 1 1 m m « *i u * V f»ri#«tttg«i . 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54: 


itimitdts- 00 \ 
ichung der ' 
Irvmung. 


du dv dw 
dx dy dx 


Die Grossen X x , Y iy Z x haben nur an Stellen, wo galva- 
niscbe Elemente thatig sind oder durch Temperaturdiffe- 
renzen thermoelektromotorische Krafte erzeugt werden, die 
Grossen X 27 Y v Z 2 , nur dort , wo gerade Reibungselektrici- 
tat entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen 
wir zunachst solclie singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinfachen sicb die Gleichungen 60 und 64 
und gehen iiber in: 

^dF n dGr „dH 

67 ) p= ~°dt’ z=- c HT’ r =- G Tt' 

68) 4nf= — k~j 4 ng=—k~, An h— — k^F- 


68) 4 /* = — k -jj’ 4 Tig = — k- 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

, df ndF 

u = p + X. = — G - — 


- c “- 
4 7th = — k- 


k_ d 2 F 
4 n dt 2 


Bilden wir die entsprechenden Gleichungen fiir v und w und 
addiren alle drei ; nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach % differenzirt haben, so finden wir 
unter Berucksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 

?d 2 0 , A ^„d® 


wobei 

69) 

Hieraus folgt: 

70) 


+ 4 7t C- 


0 - 4 . ** . *E ist 

U ~ dx + dy + dx 1St ’ 


0= C x e~ 


Diese Gleichung hangt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 83 — 93, welche wir spater in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Yorlaufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen* Bemerkungen begnugen. 

Sei in dem betreffenden Raume irgend ein Mai weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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elektriscbe Wirkung vorbanden gewesen, so dass zu dieser 
Zeit tiberall die magnetiscben und elektriscben Krafte — o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlicben Korper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeiibt baben; es 
miissen also die Differ entialquotienten von F } G, H nacb 
alien Coordinaten gleicb 0 gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensitat und 
Projection des Stromelement es liefern die Krafte, welche 
das Feld auf das Stromelement ausiibt, mit Ausscbluss der 
Wirkung des bineingebracbten Stromes auf sicb selbst; 
daher muss zur in Rede stehenden Zeit 0 = dQ:dt = o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Krafte gewirkt, so baben 
seit dem die Gleicbungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daber 
miissen in der letzten dieser Gleicbungen die Constanten 
G x und C 2 und daber aucb 

71) 0 = o 

sein. Diese Gleicbung hort jedocb in dem Momente, wo 
im betracbteten Punkte selbst galvaniscbe Elemente, tbermo- 
elektromotoriscbe oder reibungselektromotoriscbe Krafte tba- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Bebufs leicbterer Uebersicbt, sowobl fur das fol- 
gende als aucb fur die Lecture der Originalabbandlungen 
will ich bier die Vektoren und Componenten der verscbie- 
denen Grossen, die Constanten sowie die wicbtigsten Glei- 
cbungen zusammenstellen: 


Veit. Comp. 

Elektromagn. Moment $C F,G,H 
Magnetiscbe Induktion S3 a. b, e 
Totaler elektr. Strom (£ % v, w 
Dielektr. Polarisation 5) /, g, h 

Elektromotor. Kraft (£ P,Q,B 
Magnetische Kraft' $ a, (3, y 
Galv. geleitet. Strom $ p, q : r 


Dielektrisirungszahl (Dielektrici- 
tatseonstante) k. 
MagnetisirungszaKL /z. 

Specifisebes Leitungsvermogen C. 
Elektrost. Potentialfunktion yj. 
Magnet. Potentialfunktion 9 . 
Magnetismusmenge m. 

Elektriscbe Volumdicbte e. 
Elektriscbe Flachendicbte y. 

6 * 


Zusamm 

stellung 

Vektore 
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Recapitula- 
tion der 
Gleiehungen . 


x, X /, 

4 1 


Folgendes sind ferner die wichtigsten Gleiehungen: 

1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grossen, 
welche die Beschaffenheit des Feldes definiren: 


A. 

40) 


B. 

53) 


C. 

00 ) 


D. 

64) 


_ OJZ 

a 8y 8z 

, _ 8_F _ 83 

b ~ 8 % dx' 


8G 




dx 


8F 

By 


A dc db 


d a 

d sis 

db _ 
dx 


dx 
6 c 
dx 
d a 
dy 


4tc(hv = 

4:71{IW 

w ~ “ a 

4jt f=k(x 2 - g) 

4 ^ = A (f 2 -^ 


B'. 

54) 


4 7tu = ~~ ) — S- 

dy \fi) 6% 


4:71V 


= ±(±) 
dz[ti) 


4%w = 


_d_ 
d x 
b\ d 


4 Tih — h\Zc 


(i 

\ 


d_H\ 

dt) 


P=Cl 


■(*-3) 


dO- 
dt 


O'. 

68 ) 


D'. 

67) 


dx\y) dy 
dF 


G) 

(7> 

(I) 


4%f~ — k 
4%g — — k 
4 nh = — /c 


if 


p= — C 
q=-0 
r = ~ C 


dF 

dt 

dO 

dt 

d_E 

dt 


df 


dg 


v — jjt ~\ — T, j w v A- ~ 

dt 7 r dt* 1 dt 


E. 63. w==j^+5^? v + 

2. Folgegleichungen derselben: 

65) a. 

66) b. 


dh 


vda.db.de 

d x d y d % ~~ 0 7 

^du , d v , dw 

+ T7. + JZ : = 0 > 




dx r dy ‘ dt 


69) c. 

J dx dy dx J 


71) c'. 0 = o, 


* ^ * ^§^4^ i*d$f * 





ftoitrab fitter turn 3^cfaucr 
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3. 

61) a. 
31) /?. 

28) y. 


Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriffen: 
dII^2ndT{f* + gZ +h*):lc, 


K{s) = 


j, 8J(ds) 


L( 5 ) = 


dJ(s) 

dt 


+ 


W, 


4i) s / J ( s) = W*) =A Fd * + Gd y + Hcl% ) = 

1 = f J{dx) = + cdv ) , 


51) 


( w = IfZ' cos (Z', r) 
v = IfZ' cos (Z' ; ?/) 
w — MZ' cos (Z', %) 


47) 

48) 
& 


Z = 
Y = 
Z = 


• m 


~~ ma = 

- = — m 

— mo — — m 


Bcp 

8x 

d(p 

dy 

dcp 

dx 


89. Es soil nun das Feld durch einen einzigen Sole- 
noidpol N' von der Intensitat m' erzeugt sein, welcher sich 
in einem homogenen Medium befindet, wahrend der andere 
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist iiberall 
im Felde u = v — w — o. Es folgt also aus den Gleichungen 
58 (. B ), dass a y b, c die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion <p sind. Dieselbe hangt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden durfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N' den Siidpol eines zweiten Solenoides von gleicher In- 
tensitat anlegen, so ist die Summe der <p fiir beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bex unveranderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich andern mag Der Werth des y, der von dem 
ersten Solenoid allein herriihrt, in einem Aufpunkte P 
ist daher fur jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhangigen negativen Werthe des go fiir das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Entfernung PJSF — r des Aufpunktes vom Solenoidpol sein 
kann. Denn ware er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhangig, so miisste er sich andern, wenn r 
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid anderte nnd miisste 
sich daher auch umgekehrt in derselben Weise andern, 
wenn die gleiche relative Lageanderung bei unverander- 
ter Lage von r durcb Aenderung der Lage des Sole- 
noides eintreten wxirde. Letz teres widerspricbt aber dem 
vorher Bewiesenen. Da m' der Stromintensitat * im Sole- 
noide proportional ist, cp aber seiner Definition gemass nur 
Glieder enthalt, welche ebenfalls dieser Stromintensitat pro- 
portional sind, so konnen wir also setzen: 

cp = m' f{f). 

Die Gleichung 65 [a des Art. 88) liefert aber sofort: 


, ^nr) , avw _ n 

dx 2 dy 2 * 7 


woraus bekanntlich folgt: 

m = $+ c 2 . 


Dadnrcb ist das Feld vollstandig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemass , die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicbt mit 
zum Felde zu recbnen. Nach den Formeln 47 (£ des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
Intensitat 3 in der Richtung der Verbindungs- 

linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Strome in der Entfernung Null 
heben einander auf. Da muss also das C enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37 ? negativ sein, um die ubrigen 
wesentlich positiven aufbeben zu konnen; daher muss auch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
wenn fur den letzteren die Richtung, in der er wirklich 
durchstromt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Strome Null ist, 
muss dessen Differentialqpiotient nach der Entfernung (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent- 
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gegengesetzter paralleler Strome constant zu erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung 
entgegen oder die Strome stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleicbnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Strome enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continnirlich fort- 
setzen, so miissen anch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdrnck fur die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Korper auf, in denen 
um jedes Molekiil ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch fiir Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veranderlichkeit der Constante /x, von welcher die 
magnetische Induktionswirkung abhangt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen fiir Flachen kennt, 
wo zwei verschiedene Korper aneinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen Moment < 

linearen & 

Strom von der Gesammtintensitat i und beliebiger geschlos- 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromfiihrenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im 
gesammten iibrigen Raume sind diese Grossen gleich Null. 

Um die Aufstellung besonderer Gleichungen fiir die 
Oberflache des Leiters unnothig zu machen 7 setzen wir /a 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 (B) fiir b und c 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 {A), so erhalten wir: 

. d© 

-4^u=AF--^, 

wobei A das Symbol fiir 

, JP_ 

dx* + 5*/ a + dx , * 

ist. Vermoge der Gleichung 71 (o') folgt also: 

72) « — 4 7tfxu=AF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu konnen 
miissen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befmdet, etwas weiter ent- 
femt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der Brahtleitung circulirenden elektrisclien Strome das Feld 
bestimmen, oder wir mtissen annekmen, dass auck die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirt, 
als dies durch die darin enthaltenen elektrisclien Strome 
bedingt ist, was keine Consequenz unserer Gleickungen ist. 
Ferner sei nocb folgende Bemerkung beigefiigt: Die An- 
nakme, dass in der den Leiter nmgebenden Luft u = v=w = o 
ist, wird bloss erfdllt sein, wenn die Stromung im Leiter 
stationar ist oder sick dock nur sekr langsam mit der Zeit 
andert, so dass sie wakrend jedes Zeitmomentes als sta- 
tionar betracktet werden darf. Sonst entstehen in der um- 
gebenden Lnft dielektrische Polarisationen, deren bestan- 
dige Veranderung bewirkt, dass auck in der Lnft w, v, w 
von Null versckieden sind. Da sick aber diese dielektri- 
scken Polarisationen wellenformig mit der Gesckwindigkeit 
desLicktes ansbreiten, so kommen sie in alien Experimenten 
liber Elektrodynamik und Induction nickt in Betrackt mit 
Ausnakme der in der neuesten Zeit nack der Metkode von 
Hertz angestellten. 

Unter alien diesen Annakmen ist also F eine Funktion, 
welcke im Innern des Leitungsdraktes der Gleickung ge- 
ntigt: 

72) A F — — 4:<ji [jlu, 

in der umgebenden Luft iiberall die Gleichung AF~o er- 
fdllt und im Unendlicken jedenfalls versckwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F kinzutretende 
reine, d. k. von x, y, t unabkangige Gonstante wiirde 
ubrigens nirgends in unsere Gleickungen eingeken.) 
ichungen Wir wissen, dass, wenn dr ein Volumelement im 
stromung Innern des Leitungsdraktes ist und die Integration uber 
dessen ganzes Innere erstreckt wird, diese Gleickungen 
nickt anders erfullt werden konnen, als wenn der Wertk 
von F in irgend einem Aufpunkte P durck die Gleickung 
gegeben ist: _ ^J ud T , 

wobei r die Entfernung des Aufpunktes P vom betreffenden 
Volumelemente dr ist. Integriren wir dieselben Gleickungen 
AF=zo und 72 nack derselben Metkode fur den Fall, 
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dass ausgedehnte Korper in beliebiger Weise raumlich von 
Elektricitat durchstromt warden, so erhalten wir, wie man 
leicht siebt, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc. 1 ) fiir die Gesetze der Induction in raiimlich aus- 
gedehnten Korpern fanden, natiirlich mit den speciellen 
der Maxwell ’schen Theorie eigenen Werthen der Con- 
stanten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wahlen als Yolumelement dr wiederum einen Cy- 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flacheninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 51 («): 

u = MV cos (/', x), 

daher: 

F= n j—tMV go&[V, x). 

MV dq , uber den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 
integrirt, liefert die gesammte Stromintensitat i. Zahlen 
wir ausserdem noch die positive 
Bichtung des Elementes ds in 
dem Sinne , in welchem der 
Strom fliesst, und bezeichnen 
die Cosinus der Winkel, welche 
ds , daher auck V, mit den Co- 
ordinatenaxen bildet, mit a, ft, 
y, Fig. 25, so ist: 

m . rads 
F=fn]—- 

Ebenso ergiebt sich: 

O — fl ij‘~ , II= F if r V- 

Hierdurch ist das Feld vollstandig bestimmt und wir denken Biot - Sav ' 
uns zunachst in don Aufpunkt P mit den Coordinaten x, 
y , % einen Solenoidpol von der Intensitat m gebracht (Fig. 25). 

Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 (f des 
Art. 88) : 

* *) Kirchhoff, Wied. Arm. Bd. 100, S. 193 und 351, Bd. 102, 

S. 529, 1857*, Helmholtz, Borchardt’s Journal Bd. 72, 8. 57, 1870. 


Fig. 25. 
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X = — ma, Y = — mb, Z = — mo. 

Nacb den G-leicbungen 40 (A) ist: 

l a = H = [^(*-*0 - r ( 2 /— y ')] 

= p* ffhpy-yz), 

wobei x, y', Y die Coordinaten des Elementes und <jp, y 
die Cosinns der Winkel sind, welcbe die positive (von ds 
gegen P gezogene) Ricbtung von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nacb bekannten Regeln der analytiscben Greo- 
metrie: 

£2 = ]/(yy — fixfi) 2 + (a 'll* — yep) 2 + (^ep — ay) 2 = sin (ds, r) 
^'ip—yx — i3cos(n, x). 

Hier bedeutet n die Ricbtung, welcbe auf ds und r senk- 
reebt steht und deren Sinn, da Q also aucb sin (ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nebmen ist, dass die 
Drebung der positiven cfo-Ricbtung in die positive r-Rich- 
tung auf kiirzestem Wege weinwendig gegen die positive 
^-Ricbtung gesebiebt. Man uberzeugt sicb biervon , wenn 
man ds mit der a;- Axe, r mit der y - Axe und n mit der 
#-Axe zusammenfallen lasst. Mit Hilfe der zuletzt ent- 
wickelten Grleicbungen ergiebt sicb: 

/ dS • 

sin(ds, r) cos (n, x) 

Analoge Formeln gelten fur Y und Z. Da dies die Krafte 
sind, welche von aussen wirken mussen, um den Solenoid- 
pol in Rube zu erbalten, so ist die Kraft, welcbe der Strom 
auf den Solenoidpol auszutiben sebeint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 
fjtmids sin {ds, r) 

in der Ricbtung n ausiiben wiirde. Beziiglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes iiber das Coulomb ’sche Gresetz Gesagte. 
Gesetz fur 91. Wir betraebten genau dasselbe Feld, wie im vo- 
rigen Abscbnitte. Der Aufstrom soil aber jetzt ein zweiter, 
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nahezu linearer Stromkreis yon beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensitat in 
dem ersten Strome, welcber das Feld erzeugt, mit i', ein 
Element desselben mit ds' nnd dessen Richtungscosinus 
mit cc, /?', y' zu bezeichnen, so dass in einem Aufpunkte 
P mit den Coordinaten x, y, % die Componenten des Mo- 
mentenvektors die Werthe haben: 

m ./ ra'ds ' n rB' ds' TT fy'ds' 

& = fi* H = fn J , 

wobei naturlich r wieder die Entfernung des Elementes ds' 
yom Anfpnnkte P bezeicbnet. Der Sinn aller G-rossen ist 
der friiher definirte; x', y\ sollen die Coordinaten des 
Elementes ds' sein. 

Dagegen soil i die Intensitat im Aufstrome und ds 
soil das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P 
befindet. Die Co- 
ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
y } %, seine Richtungs- 
cosinus mit a, ft, 
y } seine Projectio- 
nen anf die drei Co- 
ordinatenaxen mit 
dx, dy ; d% bezeicbnet 
werden (Fig. 26). 

Das Moment de& 

Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 (S Art. 88) ans den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J(ds) = Pdx + Gdy + Hd% = ds{Fcc + $ -f- Gy), 

das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J(s) = fds{Fa + <?/? + Hy). 

Substituirt man fur F f G, H die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

a = cccc' + (B(d r + yy ! 1 

so wird also; 
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73) j{,) = pi' ff 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im Aufstrome 
inducirte elektromotorische Kraft gleich 


74) 


d n r<j ds ds' 

^JJ-— 


was mit den bekannten Gesetzen der Induktion iiberein- 
stimmt. Wir haben also die Abhangigbeit des wechsel- 
seitigen Induktionscoefficienten yon den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der yierten und fiinften Vorlesung bebandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier gescblossener Strome zuriickge- 
kehrt und saben schon in der siebenten Vorlesung (Schluss des 
Art. 64), dass unsere jetzigen Grossen J(s), i, % genau dasselbe 
sind, was dort mit CV v l\, 1' 2 bezeichnet wurde. Da ferner die 
beiden Selbstinduktionscoefficienten A und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden konnen , dass man unter 
ds und ds ' zwei Elemente eines und desselben Stromleiters 
yersteht und dann nock durch zwei dividirt, so ist hierdurck 
die notkwendige Erganzung der Gleickungen 16, Art. 48, 
geliefert. 


Elfte Yorlesung. 

Ampere’s Gesetz. Elektrisclie Sckwingungen. 

bait bei 92. Die Gleickung 78 liefert auck die ponderoinotorischen 
' lineare.n Krafte, welcke der das Feld bestimmende Strom auf den 
t7°ms. Aufstrom ausiibt. Wir kaben namlich nack der Gleichung31 
(/S in Art. 88) fur die ponderomotorische Kraft, welcke auf 
ii'gend einen Parameter k durck das Feld (nickt die Wirkung 
des Aufstroms auf sick selbst) ausgeiibt wird: 

Die gesammte Arbeit aber, welcke geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation Sk erfahrt, ist nach Glei- 
ckung 82 Art. 69: 
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2 -r<y/(4 

Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und V ist die gesammte Stromintensitat i. Wir konnten 
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Richtung der 
drei Coordinatenaxen um Sx, resp. Sy und Sz verschieben. 
Wurde dabei J(s) um S X J ] 8 y J , S Z J wachsen, so waren die 
Quotienten: S X J: Sx, 8 y J: Sy, S Z J : Sz die drei Krafte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit waren nicht die Drehmomente, 
welche er erfahrt, ebensowenig die Krafte, welche sich seiner 
Gestaltveranderung entgegensetzen, gefunden. 

Um das Problem daher allgemein zu losen, rniissen 
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un- 
abhangige Verschiebungen Sx, Sy, Sz in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlange s —Jds als unveranderlich 
betrachten. Wir konnen dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 

rrCN • ti f* f* O’ ds ds 

75) r 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverstandlich 
ganz unvcrandert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis s erfahrt, konnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY , 
dZ hat, so miisste diese Arbeit gleich: 

76) f{dXSx + dYSy + dZSz) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdriicke liefert mit Riick- 
sicht darauf, dass alle Sx, Sy, S% unabhangig sind, die 
Krafte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75 
mit Z), so ist: 

77) 8D=fJc is ds' ~ +ffds ds'~ ■ 


Ableitm 

Amplre! 

Oeset 
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Driickt man r durch x, y, x', y', % aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Summe dreier Glieder E x + E 2 
+ jE 7 3 , wobei: 

E 1 = is d s ~ - x ^ dSx 


und E % und E s hieraus durch cyklische Vertauschung von 
x , y, x gefunden werden. Ferner findet man leicht: 



dx 

/ dx' 

/»/ — 

j 

X — x' __ 

dr 

dr 

a — 

: ds’ 

CC 7 , J 

ds 

r 

dx 

dx'’ 

/5 = 

dy 
z Is’ 

o' dy' 


II 

^ 1 

II 

dr 

dy 

II 


dx 

/ dx' 1 

'i/j 

& — %' _ 

dr 

dr 

7 = 

z d^’ 

II 

r 

dx 

dx '> 



dx dx' dy dy' 

ds ds' ‘ ds ds' 

dx dx' 
ds ds' ’ 



wobei 

cc, p, 

7\ P'i 7 \ <P, 

x, y 

die Richtungscosinus von 

ds, ds, 

r sind (s. Fig. 26 Art. 

91). 

Es ist wohl zu 

beachten, 


dass man bei Differentiation nach s' nur auf der Curve s' 
fortschreitet, daher x , y , z constant bleiben; bei der nach 5 
und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x', 
y\ %' unverandert. Hiernach ist auch das letzte Glied der 
Gleichung 77 eine Summe F l -\- F 2 + F 3 , wobei wieder F 2 
und F 3 durch cyklische Vertauschung aus F x entstehen und: 


F, 


ip 


'ds ds' dx r £ dx 
r ds f ds 


■ ip 


’ ds ds' dx' dr 
ds' ds 


Sx 


ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdriicke fur beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen. 
Es ist identisch: 

d (x ~~ x' (Zr\ _ 1 dx' dr ~ x — x' dr dr 

ds' \ r 2 ds) r 3 ds' ds r 9 ds ds' 

x — x' d*r 
r 2 ds ds' 


und da die linke Seite liber eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 


d*r 


— x' 


ds' dx' dr 


dr dr 


x 
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Nun ist wegen r 2 = (x — x') 2 + (y — y') 2 + {% — z') z : 


r 


dr 

ds 


i x ' 


/v dec f 


•»•)&+ (* 


a% 

-x)-^=r 9 , 


wobei q der Cosinus des Winkels zwiseben ds und der von 
ds ' gegen ds gezogenen r-Ricbtung ist. Differentiirt man 
nochmal, indem man auf der Curve s' um ds' fortsebreitet, 
so wird: 


ffir 

9 ds ds ' 


dr dr 
ds ds' 


dx dx' dy dy' d% d%' 
ds ds' ds ds' ds ds' 


a. 


Die reebte Seite der Gleicbung 78 gebt daber uber in: 



q dr dr\ x — x' 

6 Is 17') r s ? 


und da man, wenn q' der Cosinus des Winkels zwiseben 
rfs'und der von ds' nacb ds gezogenen r-Richtung ist, ana- 
log mit dem fur $ gefundenen Wertbe bat dr ids' = — q', 
so liefert die Gleicbung 78: 




X — X 


Multiplicirt man diese Gleicbung mit ds8x, integrirt 
nach s, so erhalt man F 1 ; addirt man nocb E x dazu, so 
folgt unter Beriicksicbtigung der fur E x und F l gefundenen 
Wertbe: 


E 1 +F 1 = ffdsds'{3ee'-2<j)~-^dx. 

Der Gesammtwertb von 8D entsteht, wenn man bierzu 
nocb E 2 + F 2 und E 3 + F z addirt, welcbe hieraus durch 
cyklische Vertauscbung von x, y, % entsteben und daber 
bloss 8y und 8% enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdriicke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht bloss die §x entbaltenden Glieder? 
so folgt also: 

dX = /xii' dsfds' {2a- 

— nii' dsj~ r ( 2er — 3(>j/) cos ( r , x). 

Ganz analoge Ausdriicke ergeben sich fiir dY und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleicbungen nacb die Krafte, 
welche von aussen wirken mtissen, um den Aufstrom in Rube 
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zu erbalten. Alle ins Spiel kommenden Krafte werden also 
erklart, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente ds 
und ds' in der Ricbtung ihrer Verbindungslinie eine scbein- 
bare Anziehung von der Starke: 

79) 2<r-3^0 

anf einander ausliben, worin man das allbekannte Am- 
pere ? scbe Gesetz wieder erkennt. 

SSeir- Dazu kommt nocb, dass unsere Gleichungen aucb, wie 
‘ e7l rie hR °~ man °^ ne Scbwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- 
zweigung und stationaren Stromung in Flacben und Korpern 
und wie wir in der nachsten Vorlesung seben werden, dazu 
nocb die gesammte Elektrostatik obne neue Hypotbesen 
liefern. Vergleicbt man daber unsere Metbode mit der 
Ampere’s und seiner Nacbfolger, so muss man gesteben, dass 
Maxwell aus minder zahlreicben und natiirlicberen Hypo- 
tbesen eine grossere Fulle von Resultaten gewinnt, dass also 
aucb scbon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell’ - 
scbe Tbeorie der alten vorzuzieben ware. Aber sie bat noch 
grossere Vorziige. Erstens baben ibre Gleicbungen eine weit 
einfachere und naturgemassere Form. Links stebt daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grosse nacb der Zeit, 
recbts Funktionen der augenblicklicben Werthe der Grossen. 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durcb die augen- 
blicklicben Wertbe die Veranderungen jeder Grosse bestimmt 
sind, wabrend die alten Gleicbungen vollkommen ungeordnet 
und daher aucb viel unbequemer fur die Berecbnung aller 
Probleme sind, ausser derjenigen, fiir welcbe sie speciell 
zugescbnitten wurden. 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleicbungen 
nur fur stationare oder wenigstens nabe stationare Elektri- 
citatsstromung gelten. Bei sebr rascbem Wecbsel der 
Stromintensitat gelten ganz andere Gesetze, zu denen wir 
in Art. 94 ubergeben werden. Urn bier nur ein Beispiel zu 
erwahnen, wurde ein momentan in einem Drabt oder Drabt- 
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
nicbt wirken, bis nicht die mit der Licbtgescbwindigkeit 
von ibm ausgebenden elektriscben Wellen den zweiten Strom 
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erreicbt baben und aucb dann wtirde die Wirkung in den 
ersten Moxnenten noeh viel complicirteren Gesetzen folgen. 
bis der Zustand stationar geworden ist, wo dann erst das 
Ampere’scbe Gesetz gilt. 1 ) 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betracbtnngen fx im Stan - 
des Artikels 42 zuriick. Wir definirten dort die (mag- Medium. 
netiseb) gemessene Stromintensitat eins als diejenige, welehe 

einen unendlicben geraden Draht durebfliessend auf die 
Langeneinbeit eines zweiten vollkommen gleicben, gleicb- 
durcbstromten, parallelen, in der Distanz eins befindbcben 
Drabt die Kraft 2 ausiibt. Wir fanden dies, indem mr 
die Anziehnng zweier Stromelemente gleicb: 

"i % ds ds j ^-v g /•. 

— (2 a — 3 oo) 

r m v ' " ' 

setzten. Wir konnen aucb umgekehrt scbliessen, dass das 
Ampere’scbe Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium 
die Stromstarke so definiren, diese Form baben, also: 

79) (i = 1 

sein muss. 

94. Wir geben nun zur Betracbtung derjenigen Gruppe Aiigemeine 
von Erscbeinungen Tiber, welcbe den Gegensatz zu den 

bisber betracbteten bilden, namlicb zu dem Yerlaufe der 8 ^ e gu %gm m ~ 
mit der Lichtgescbwindigkeit sicb ausbreitenden elektriscben 
Gleichgewicbtsstorungen, welcbe ebenso gut in Nicbtleitern, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicbt 
gedampft, auftreten. Um die Tbeorie dieser neuen Gruppe 
specieller Falle aus unseren allgemeinen Gleicbungen ber- 
zuleiten, verfabren wir wie folgt. ^ 

Wir scbliessen wieder die Betracbtung derjenigen Stellen, ;;*•**$* 
wo gerade elektromotoriscbet Krafte tbatig sind, aus. Wir j*a\**'*fc 
baben dann im bomogenen Medium die Gleicbungen 5^, 68, 

67 und 71 (. B C' , D' und c in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution derWertbe 40(A) in die erste der Glei- 
cbungen 53 {B) liefert uns unt-er Beriicksicbtigung der Glei- 

0 Ueber einen etwas ver&teckteren Vorzug der Maxwell’sclien 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884. 

Boltzmann, Yorlesungen. 7 
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chung 69 und 71 (e und c') genau wie in der vorigen Yor- 
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung: . 

72) 4n[jbu= — AF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 [E, C’, D') aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 fanden: 

„ 9 ., , df _ n dF k d*F 

63 ) G dt 4 ji dt 2 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunachst 
die Gleichung fiir die Wellen der Grosse F: 

7 d 2 F , . n dF d*F , d*F d*F 

80 ) f ik -df+ 4 a ^ C di == d^ + W + ~d^’ 

Es ist beguem f einzufiihren, indem man mit k multi- 
plicirt, dann nochmals nach t differentiirt nnd fiir kdF:dt 
seinen Werth aus den Grleichungen 68 ((?') substituirt. Dies 
liefert: 

81) 


7 d*f , A n df d*f.d*f.d*f 


dt* -r — 1- - dt - dx* n dy * ‘ d % 2 
Dieselbe Grleichung nur p oder u fiir f substituirt (wir 
wollen sie die Grleichungen 82 und 83 nennen und behufs 
Raumersparniss gar nicht anschreiben), erhalt man iibrigens 
aus 80, die erste wenn man mit C multiplicirt, nach t diffe- 
rentiirt und die Gleichungen 67 (ZX) beachtet, die zweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit C und differentiirt einmal nach t , B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit k : 4% und differentiirt zweimal nach 
t, C) man addirt beide Resultate , D) man beriicksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 (O', D\ E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogon fur die y- und Axe hat, bedarf 
kaum der Erwahnung. 


Fiir u , v , 


und F, G, E hatten wir die Gleichungen: 

du dv dw ~ 

dx + ly + ~~ U * 


dF dG dE 
dx dy ‘ d% 


0. 


66 {b) 

71(0 

Die beiden analogen Gleichungen fiir f, g, h und p, 
q, r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 
rentiiren und einmal mit k, das andere Mai mit- C multi- 

j, r, . r 41 . . ■£& 
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pliciren; das erste Mai haben wir dann noch die Werthe 
68(0'), das zweite Mai die 67(0') zu substituiren und er- 
halten: 


84) 

85) 


df , d£ dh_ _ 

dx ‘ dy dx, 


d JL + %L + %L = o. 

dx dy d% 


Dass die Gleichungen 80 , 81 , 82 und 88 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit fur verschiedene 
Scbwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
wahrend der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten 
wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der #-Axe fort- 
schreiten, setzen wir also voraus, dass sammtliche Grossen 
nur Funktionen von % und t sind, so liefern die Gleichungen 
66, 71, 84 und 85: 


dh __ dw _ dr dH ~ 

6% dx 

Andere Coordinaten, als die ^-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdriicken iiberhaupt nicht enthalten sein. Be- 
riicksichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 88 , so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es 
in Artikel 87 fur 0 bewiesen, dass Iiberhaupt h = w — r 
= 17=0 sein muss. Weder Stromung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische Kraft konnen also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so konnen sie doch in einem 
sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenopamen, in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un- 
abhangig von einander. Was wir uns immer unter f, g, 
h 7 p... vorstellen mogen, jedenfalls konnen wir senkrecht zum 
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Langen in jedem 

rj * 


Die elektri- 
schen Wellen 
sind trans- 
versal. 


Linear e, cir- 
cular e, tllijp- 
tische Polari- 
sation. 
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Augenblicke die Werthe dieser Grossen darstellen. Die 
Endpuiikte dieser Linien werden dann. ganz die Bewegungen 
macken, die wir den Aethertheilchen in linear polarisirten 
Licktstraklen zusckreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welcke bei elektrischen Wellen, die in der &-Richtung 
fortsckreiten, Grosse und Richtung der G esamm tpolarisation 
]//* 2 + g % oder der Gesammtstromung etc. dar- 

stellen, werden sicb ganz so bewegen, wie Aethertbeilchen 
im elliptiscb oder eircularpolarisirten Lichte. 
weiienin 95. Betrachten wir zunachst vollkommene Isolatoren: 

Isolatoren. , . 1 1 . 7 

dieselben werden am bequemsten durch die dielektrischen 
Polarisationen /*, g, h charakterisirt. Da fur dieselben 
C= 0, so erbalten wir: 

86) k[j.j£ = /tf, kfx = Ag, kpj^^Ah. 

Es sind dies genau, nur in anderer Weise begriindet, 
die Gleichungen, yon denen man in der alten Optik aus- 
gebt. Die Theorie aller optiscben Phanomene, die Dioptrik 
(yergl. Kirckhoff’s Vorlesungen iiber Optik), das Huy- 
gens’ scbe Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationserscheinungen konnten also hier gerade so ange- 
scblossen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen liber 
Planwellen machen, die in der ^-Richtung fortschreiten. 
Fortpfian- Fiir diese foist aus den Gleicbungen 86), dass f und 
shindig- g yon einander unabhangige Funktionen von t ± zy gk 
sind. Die Fortpflanzungsgescbwindigkeit ist also fiir alle 
Scbwingungsdauern dieselbe und bat den Wertb: 

87) 7=1: VM- 


Richtung der Aus den Gleicbungen 68 ( C ') folgt: 

magnetischen 0 \ / o 

Schwingwm in C 

9m - ' F=- ir jfdt 

und aus den Gleichungen 40 (A): 

»-"T if** 

Analoge Werthe haben natlirlicli O und a. Wenn also: 

* * -*• £ £ 

TT 


:V 4.GL J‘ 
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/ . , • (2nt 2nx,\ 

f= Asm (- r j, 

<7 = 0 ist, so wird : 


rn 2 Ax , 

F — - 7 — COS 
k 1 

(2nt 

271*' 

~-r)’ 

il 

p> 

7 in A . 

b = sm | 

Vk 

(¥ 

i 

1 to 

H a 

i ^ 

II 

p 


Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Bbene wie die der dielektriscben Polarisation 
mit urn r:4 verscbobener Phase, die Schwingungen des 
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der fruheren Grossen steht. ! ) 

96. Wir wollen nun in der Richtung der s-Axe fort- 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder f, g h, woftir jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelost werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikulares Integral, indem 
man setzt: 

2 jz 

— a+(^+f]i)z 

f=Ae* 


worin A, r, §, 7) Constante, i = ]/— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit F 0 = 1 : 'jkg, die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, fur 
welches k und g, dieselben Werthe hatten, aber (7=0 ware: 


l 3 = 


j in* 16te 4 C 2 ^, 2 

+ ]/ Wpv h ? * 


r) 2 = 


2 7l 2 


+ 




in* , 1 $n*C* 


+ 



Ein reelles partikulares Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 

- A % z (2 nt \ 

f = Ae cos I— — 4- J . 


l ) Maxwell, treat, on el. vol. II. art. 790. S chalk, Arch, nerl, 

t. 21, p. 406, 1886. 
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88) 


Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 

V. 


2jt 

7}T 


1: 




Fur kleine Wertbe von C wiirde dies liefern: 


,•/ Tr To 5 CV* 2 
* " K 0 2 

Es ist also die Fortpflanzungsgescbwindigkeit abbangig 
von der Wellenlange oder Scbwingungsdauer; wir baben 
Dispersion. 

Da nur der negative Wertb von § physikaliscb denk- 
baren Grenzbedingungen gentigen kann, sinkt die Amplitude 
in einer Scbicbt von der Dicke eins atif das e~~£facbe, in 
einer Schicbt von der Dicke einer Wellenlange nm das 
e~^^ Fr fa C he. Ftir kleine C ist: 

| = 2# Cfi F 0 , | Vr = 27tCfxV 0 2 r. 

Wir haben also Absorption. 

Freilicb ist das bier gefundene Gesetz der Abbangigkeit 
der Dispersion nicbt in Uebereinstimmnng mit der Erfabrung. 
Es kann dies ancb nicbt anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, bier nicbt eine gleicbmassige scbwacbe 
Leitungsfahigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Korpercben in einen Isolator, 
welcbem ganz bestimmte Eigenscbwingungen zukonamen, 
wirksam sein mnss. Da unsere Gleichungen den Schwin- 
gungsgleicbungen elastiscber Korper ganz analog sind, so 
lasst sicb darauf aucb eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstbeorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturiibersicbt) ; docb will icb bier darauf nicbt ein- 
geben und begniige mich nacbgewiesen zu baben, dass die 
Tbeorie scbon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammenbang zwiscben Absorption und Dispersion 
wiedergiebt. 

Icb bemerke nocb, dass Maxwell eine ganz andere 
Erscbeinung, die er aucb elektriscbe Absorption nennt und 
die icb eimnal dielektriscbe Nachwirkung genannt habe, eben- 
falls aus der Annabme erklart, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelcben eingelagert seien. Aucb auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge d'urch ein sinnreiches 
Modell erlautert 1 ), kann ich hier nicht naher eingehen. 

Fur nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche 
iiberhaupt giebt, ware k = f = g = h~ 0. Wir konnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 88 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln k — 0, V 0 = oo; p aber tritt an Stelle 
yon /. Die Gleichungen stimmen dann vollstandig mit denen 
iiberein, welche Fourier fur die Warmeleitung fand; die 
Elektricitat bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Warme. 2 ) Die Formel 88 liefert 
fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 

V = 1: ]/ C>r. 

Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 
Langeneinheit auf den e“ 27C ^^fachen Werth; also, da 
die Wellenlange X = Vt= ]/z:CfA ist, bei Durchwanderung 

einer ganzen Welle auf den e 2jr ;l fachen Werth. Obwohl 
hier natiirlich X die Wellenlange im betreffenden Medium 
ist, die yon der in der Luft total yerschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr diinnen Schichten 
die Wellenbewegung yollkommen erlischt. Wahrend also die 
stationare Stromung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschrankt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschrankt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz’ schen Schwingungen 3 ) 
sowie die Anwendung auf Kundt’s Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 


x ) Lodge, Phil. mag. December 1876. 

2 ) Maxwell, treatise vol. II. art. 801. 

3 ) Ebendort vol. II. art. 647. 
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Zwolfte Vorlesung. 

Elektrostatik. 


97. Wir kommen nun zum scbonsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel cler Haxwell’schen Theorie, zur Lebre von 
cler statiscben Elektricitat. Die alte Elektricitatstbeorie 
macht sich dieselbe leicbt. Sie stellt einfach die betreffen- 
den Gesetze als Erfabrungstbatsacben an ihre Spitze. Hier 
aber miissen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir iiberbanpt freie Elektricitat erbalten, miissen 
in dem Medium einmal anssere elektromotorische Krafte 
gewirkt baben. Wir miissen daber zunacbst auf die all- 
gemeinen Gleicbungen 60 unci 64 zuriickkommen. Wir 
linden zunacbst aus den Gleicbungen 60, 63 und 64 (C, 
D, E): 

ku = kp + kif r kf t -k C^r + kCX, 

= k^f + Cf+ kC(X l - X 2 ). 


3 hungder Bildet man zwei analoge Gleicbungen fur kv und kw , diffe- 
icitat. renzirt die erste partiell nacb x, die zweite partiell nach y, 
die dritte partiell nacb % und addirt, so erbalt man unter 
Berticksicbtigung der Gleicbung 66 (b): 

89) k^+4aCe~£, 


wobei 

90) 


, _ d_f d£ dh 
dx ^ dy f dx 


? 


und ausserdem im homogenen Felde: 

*_ ri . rsw-jy . , d&-4 ) i 

di + dy ^ HI 

ist. Setzt man ferner: 
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91) 


0 = 


dp , dq 
dx dy 


dr 
d% ? 


so lindet man aus 68 {E)\ 

92 ) £ + #-■>■> 


*) Im inhomogenen Felde ergiebt siclu 

r a aa(i 2 -x t ) ac(v^i 
* ^ L 5 a; a^/ a^ J 



fur 6 und & erhalt man in ganz ahnlicher Weise: 


4 ? + 4n(W = of, \m=& + + ^§^1 

d# a«/ a^> j 


d 2 <9 

d* 2 


+ 47tC 


-I dp J_(±) , 
\ dt dx \ C ) 

= i( 4n 


d & 

dt 


dq a / k 
dt dy\G 


(7Z, + t“') 


dr a / k \ 1 

51 aJ V o j J 


ay 


(in GY, + k dY * 


dt 



4nCZ l 

\ 


+ 



, dF ec 

n dt dx 


d 2 F dk d 2 G dk 
dt 2 dx dt 2 a 2/ 


A dO dC . dH dC 
71 dt dy n dt dx 
d 2 H a k 


Die Grleiehung 92 resp. die daraus fur die Trennungsfl£che eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincare in seiner Elec- 
tricite et optique , p. 18, indem er /*, g , h als die Componenten der Yer- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluide indueteur ), p, q , r 
aber als die G-eschwindigkeitseomponenten der Theilchen eines zweiten 
Fluidums auffasst. Die in Kede stehende Grleiehung besagt dann, 
dass aus jedem Yolumelemente von dem einen Fluidum ein gleiches 
Yolumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
fur einander undurchdringlich sind. Wir konnen dann nach Hertz’s 
Yorgang 

df dg dh 

dx dy d% 


als die Dichte der wahren, dagegen 


_a_ 

dx 



= */> 


als die Dichte der freien Elektricitat bezeichnen. Fur letztere hat man: 
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98. Aehnlich wie wir schon fur 0 in Art. 87 die 
Gleichung 70 fanden, folgt aus 89 fur den Fall, dass 
keine ausseren elektromotorischen Krafte wirken, also: 

ist: 


Dichte der 
Elektricitat. 


Letter , Iso - 
latoren. 


Wir konnen daraus einen ahnlichen Schluss, wie damals 
fur 0, nun auch fur e ziehen. Falls sich das Medium ein- 
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek- 
trische, nock magnetische Krafte wirkten, befunden hat und 
seitdem in einem Punkte • desselben keine ausseren elektro- 
motorischen Krafte wirksam waren, muss daselbst C x = e = o 
sein. Dies gilt auch, wenn immer X x = X 2 , Y x = Y v 
Z x = Z 2 war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Krafte 
der Induktion, so auch die ausseren elektromotorischen 
Krafte gleichmassig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Stromung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene aussere elektromotorische Krafte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen e einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. 

Wir wollen schon jetzt, natlirlich ohne dabei an irgend 
etwas Materielles zu denken, die Grosse e als die Dichte 
der (wahren) Elektricitat im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dr ein Volumelement, welches diesen Punkt ent- 
h'alt, so nennen wir sdr die gesammte in diesem Volum- 
element enthaltene Elektricitat. 

99. In dem Augenblicke, wo die ausseren elektromo- 
torischen Krafte zu wirken aufgehort haben, wird wieder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also e in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grosser 


h **L 
k dt 


.80 

dx 


8C 

dy 


+ 4 n C S/ =-^-[f 

1 (df dk dg dk dh 
k dx dt dy dt dx) 


r d CjXz — Xi) dC(Y , 8 — ± tJ v yy y ^ 2 — *j V ' v - 

dx dy dx 


T t ) BC{Z i -Z l ) 



100 .] 


Leiter, Isolatoren. 


107 


die Leitungsfabigkeit C nnd je kleiner die Dielekrieitatscon- 
stante h ist. Im vollkommenen, nicbt dielektrisirbaren Leiter, 
wo Jc = o ist, mass daher durchweg f = g = & = o ange- 
nommen werden und es kann sich nacb der Maxwell’scben 
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricitat entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo G = o ist, baben wir 
nacb dem Aufboren der ausseren elektromotoriscben Krafte 
« = C 19 die etwa entwickelte Elektricitat bleibt also in je- 
dem Punkte unverandert; sie kann nicbt entweicben. Nur 
nnter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricitat im Innern eines Korpers moglicb. 

100. Obwobl wir die Gleicbungen, welcbe an der Ober- 
flache, wo zwei Korper aneinander grenzen, im Allgemeinen von 
unseren Betracbtungen ansgescblossen haben, so sollen bier 
dock die folgenden, darauf Bezng babenden Bemerknngen 
Platz finden. Wir denken nns solcbe Grenzflachen immer 
als continnirlicbe, aber ausserst diinne Uebergangsscbicbten 
und nebmen daber an, dass f, g, h, u 3 v, w, p, q, r sammt 
ihren ersten Ableitungen als iiberall continuirlicb betracbtet 
werden konnen. Wir wollen nun den Yektor der dielek- 
triscben Polarisation mit den der totalen elektriscben 

Stromung mit ©, den der galvaniscben Stromung mit $ be- 
zeicbnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, urn dessen 
g u. s. w. es sick bandelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen auf die drei Coordinatenaxen f } g, h, resp. u, v, w; 
p, q 3 r sind. Wir wollen weiter mit dr das Volumelement 
eines beliebigen Systems S von Kdrpem bezeicbnen, welcbes 
rings von einer in sick gescblossenen Flacbe o umscblossen 
wird. do sei ein Element derselben, n die an dasselbe 
nacb aussen gezogene Normale. 

Wir berecbnen nun nacb dem Vorgange Hertz’s das 
Integrale 

iif edT = -f ddr * 


"ief &. 


Ay 


Unzerstor- 
barkeit der 
elektrischen 

Qucmtitat. 


wobei die Integration Tiber den ganzen Raum zu erstrecken 
ist, der von der Flache o nmscblossen wird. Substituiren 
wir fur e und 6 die Werthe 90 und 91, integriren die nacb 
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Ansammlung 
der Elektri- 
citat an der 
Oberflache 
eines Leiters. 


x differenzirten Ausdriicke partiell nach x und verfahren 
ebenso mit y und so erhalten wir in bekannter Weise: 1 ) 

a dr = — j Q dr = — 

— J*do$ cos (S, n). 

101. Sei zunachst das System S rings vom freien Aether 
umgeben , der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande befindet , so kann die Flache o so construirt 
werden, dass jedes Element derselben in Aether von neu- 
tralem Zustande liegt. Dann werden S) und in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich: 

cfj S(lT = 0 - 

Die gesammte, im System enthaltene Elektricitat kann 
sich also nicht andern. Wird durch aussere elektromoto- 
rische Krafte in einem Punkte Elektricitat erzeugt, so 
muss immer dafiir an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum, der entgegengesetzten Elektricitat auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen, sondern lediglich Consequenzen unserer Glei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestatigen. 

102. Sei nun das friiher betrachtete System S ein 

System von leitenden Korpern, die rings von beliebigen, 
im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Flache o verlauffc. Dann ist ebenfalls in jedem Flachen- 
elemente derselben p = q = r = 6 = = o, und man ge- 

langt wieder zu dem Eesultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricitat in dem Korpersysteme unveranderlich blei- 
ben muss. 

Haben die ausseren elektromotorischen Krafte zu wir- 
ken aufgehort, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsfahigkeit begabten Korpers die Grleichung 93; die da- 


1 ) Vergl. Kirchhoff’s Yorlesungen liber Mechanik, 3. Aufl. 
S. 112. 



J do © cos (©, n) 
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selbst urspriinglick etwa vorkandene Elektricitat nimmt also 
je nach der Leitungsfakigkeit rascker oder langsamer ab. 
Pdndlick tritt Gleickgewickt ein; dann kann dieselbe nur 
mekr in vollkommenen Isolatoren und an der Oberflache 
der leitenden Korper angekauft sein, wo wir das Vorkan- 
densein ganz diinner Sckickten annekmen , in denen die 
Grossen 1c, C und fn variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
niclit gilt. 

Wir wollen diese Sokickten als die geladenen Ober- 
ftacken bezeicbnen. Die Gesetze ? nack denen sick die Elek- 
tricitat im Zustande des Gleickgewickts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotoriscken Krafte ? welcke bei Elektricitats- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberflacke von Lei- 
tern auftreten, bilden das Object der Elektrostatik; denselben 
sollen ini Folgenden noch einige Betracktungen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleickgewicktszustande , welcken wir jetzt 
betrackten, kaben alle eiektriscken Strome aufgekort. Es 
ist also: 


U = V — w — p 




_ df __ dg __ dh 
dt di dt 


Es ist alles stationar ge worden. Wenn man folglick zu 
versckiedenen Zeiten fur einen Augenblick einen immer 
gleick besckaffenen Solenoidpol in das Feld . kineinbringt. 
so konnen auf denselben nickt zu einer bestimmten Zeit 
andere Krafte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Krafte iiberkaupt vorkanden sind. Da dieselben 
aber den Grossen a, b, c proportional sind, so konnen diese 
Grossen jedenfalls nickt Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da __ db _ dc 

dt ~ dt dt ° ' 

und die Gleickungen 40(A) zeigen zunackst, wenn man sie 
nack t differenzirt, dass 

d F dO dH 

~dt 7 dt ? di 
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und Glei- 
chungen der 
(inner enj 
eleTctromoto- 
rischen 
Kraft .V 


die partiellen Differentialquotienten einer Funktion 'ip nach 
den Coordinaten sind, welche nur die Coordinaten enthalten 
kann. Bezeichnen wir diese Grossen mit — P, — Q, — JR, 
so erhalten wir: 

p d F dip 

~~ dt ~~ d x 

q __ ___ dJ2 __ dip 

V ” dt “ dy 

7 ? — dH _ dy 

dt ~ d% 


Im Isolator, fur welchen G = o ist, liefern also die Grlei- 
chungen 68 (O'): 


* n f= ~ lc8 £’ 


4c7tg = — ? 


h 


= ~ A 


d » 


(Die Ableitungen von F, G, II naeh der Zeit sollen ubrigens, 
ancb wenn sie nicbt partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — Q, — JR bezeicbnet werden.) 
In alien Korpern, fur welche C nieht gleicb Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwobl sie aucli 
zugleich dielektrischer Polarisation fahig sein konnen, hat 
zu Anfang der Zeit die G-leichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricitat ist p = q = r — o und du- 
ller liefern die Gleichungen 67 (Zf): 


94) 


dip dip dip 
d x dy~d% 


oder y = const. In den Leitern ist also auch: 

4 7 r a = — k Aip = o, 
wahrend in den Isolatoren 
95) 4 7i e = — kA'ifj 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals aussere elektromotorische Kr&fte 
thatig waren. 


1 ) Wenn man die ausseren elektromotorischen Kr&fte , wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen KrSfte bezeichnen 
wiirde , so ware diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
ausserer und innerer elektromotoriscber Kraft uberflussig. 
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104. In einer der oben besproehenen elektrisch ge- maehe 
ladenen Oberflacben, deren wenn aucb sehr kleine Dicke S JElektrie 
beissen moge, andert sicb alles sebr schnell in der Ricb- 
tung der Normalen. Wablen wir daber diese zur x-Axe, 
so verscbwindet daselbst dg:6y und dh:d% gegen df:dx. 

Es ist also, wenn do ein Element der Oberflacbe nnd dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welcbes nocb gegen die Ge- 
sammtdicke § der Oberflacbenscbicbte unendlicb klein ist, 
die im Yolumelemente do.dx entbaltene Elektricitat: 

!~do dx. 
a x 

Die gesammte, dem Oberflacbenelemente do anliegende Elek- 
tricitat ist also: 


x * 4 * <5 



x 


Die Indices Null nnd 1 bezieben sicb dabei auf die Wertbe 
zu beiden Seiten der Oberflacbenscbicbt; n 0 und n x sind 
die beiden jedes Mai von der Oberflacbe gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Korpers bin ge- 
zogenen Normalen. Es fallt also n x mit der Ricbtung der 
positiven a; -Axe, n 0 aber mit der Ricbtung der negativen 
x-Axe zusammen. ' Die Grosse 


„ = _ JL ./ft iSL + * d V \ 

^ 47t y 1 dn 1 0 dn 0 ) 


bezeichnen wir als die Oberflacbendiebtigkeit der Elek- 
tricitat im betreffenden Elemente der Oberflacbe. 

Beziebt sicb der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
wie wir saben dyj:dn 0 = 0, daber: 


”' J ^ 4ti dn x 

Es sind dies die gelaufigen Gleicbungen der Elektrostatik. 


h x dyj 




Elektroata - 
tische Fern - 
wirkung. 


Qleichformig 

eleTctrtirirte 

Engel. 


Zwei gleicli- 
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Dreizelmte Voiiesung. 

Ponderomotorische Krafte elektrisirter Kugeln; 
deren Abhangigkeit you L 

105. Wir wollen nun nocli die Gesetze der pondero- 
motorischen Krafte zwischen elektrisch geladenen Kdrpern 
aufsucken. Wir betrachten zuerst einen ganz speciellen 
Fall. Ein iiberall hin unbegrenzter Isolator soil vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten R sollen wahrend einer gewissen Zeit liussere elektro- 
motorische Krafte thatig gewesen sein. Dann soil elek- 
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerbalb der Ge- 
biete R ist also dann: 

95) — kJ'ifj = 4tt e, 

wabrend im gesammten iibrigen Raume 

98) A 'ip = o ist. 

106. Wir wollen zunachst das Problem nocli weiter 
specialisiren : 

Erstens: Das Gebiet R soil eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum 0 sein. Die ausseren elektromotorischen Krafte, 
welcbe darin gewirkt haben, sollen nacb alien von 0 aus- 
gebenden Richtungen vollkommen gleichmassig thatig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Pimkt 0 berum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektincitat in’s Unendliche 
ermoglicht liaben, oder diese muss auf einen Leiter liber- 
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann yj nur Funktion der Entfernung r des Aufpunktes vom 
Punkte 0 und muss ausserhalb der Kugel gem&ss der 
Gleicbung 98 die Form haben: 

99) ± + B, 
folglich ist: 

p __ IcAx _ IcAy , _ lcA% 

' 4 nr y An r*’ 1 Artr* 

Zweitens : Das Gebiet R soil nun aus zwei derartigen Ku- 
geln mit den Centren 0 und O' bestehen. Die Entfernung 
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des Aufpunktes von 0 und O’ soli r resp. r heissen. Wir 
geriiigen offenbar den Gleichungen , wenn wir jetzt im ganzen 
Raume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 

100) tp = A + A + B. 

Da diese Losung, sowobl in der unmittelbaren Nacbbar- 
scbaft des Punktes 0, als anch in der des Punktes O' un- 
endlicb nabe mit der Losnng 99 zusammenfallt, so ist wohl 
kein Zweifel, dass sie dem Palle entspricbt, dass beide 
Kugeln gleicbmassig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis bierfur kann nattirlich nur ans den Gleicbungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar miisste, wenn die Ku- 
geln aus isolirendem Materiale besteben, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Wertbe von a und y im Innern 
und an der • Oberflache der Kugeln gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfabrt das ganze unendlicbe Dielektricum eine ge- 
wisse dielektriscbe Polarisation. Um dieselbe zu berecb- 
nen, fiibren wir ein recbtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte 0 und O' mit 
+ b, o, o und — b, o, o, so dass die geradlinige Entfernung 
0 O' = c = 2 b ist. Die Coordinaten des Aufpunktes P be- 
zeicbnen wir mit x, y, z; die Componenten der dielelektri- 
scben Polarisation daselbst werden die Wertbe baben: 


k dip kA 

A tc dx 4 n r 9 


(x—b) + 


kA' 
An r' 8 


(x + b) 


101 ) 


k dip _ kAy kA'y 
An dy ~~ Anr 9 ' 43t/ 3 


k dip __ kAz kA'z 
An dz Anr 9 Anr' 8 


Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (a in Art. 88): 


102 ) 


n=*?-jdT[f* + 9* + h 2 ) 

-M d i&)‘ + (SSF+GSH 


Boltzmann, Vorlesungen. 
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Da ausser der dielektriscben Polarisation sonst keinerlei 
elektriscbe oder niagnetische Storungen ira Felde vorhanden 
sind, so stellt dies offenbar den Gesammtwertb der elektro- 
magnetischen Energie des Feldes dar. 

Fiihrt man fur g, h die obigen Werthe ein, so stellt 
sick II als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
JT ± den Faktor A 2 , das zweite iJ 2 den Faktor A' 2 , das 
dritte il 3 den Faktor A A! bat. Es ist dann der Gesammt- 
wertb: 


wobei: 


103) 


n ~ n i + n 2 + u 3 , 


JcA 2 j 

**d t 

SttJ 

r 4 

JcA'* 

rdv 

8yr * 

1 


Wir berecbnen zuerst: 




kAA' r^ T — b 2 4- y 2 4* . 

47t J r 3 r' 3 


Bebufs Ausfiikrung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Coor- 
dinaten einfuhren, indem wir setzen: 

y — q cos ^ und % = q sin &, 
woraus, wenn die Integration nacb & sogleich durcbgefiibrt 
wird, folgt: 

d x — 2 <jiq dQ dx. 

Da im Ausdrucke iJ 3 die Grosse unter den Integralzeicben 
ftir negative und positive Wertbe von x denselben Werth 
bat, so kann man die Integration beziiglicb x von Null bis 
oo statt von — oo bis + oo erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erbalt so: 


n s = JcAA' 


UO 00 

J dx J QdQ 


x 2 4 - q 2 — b 2 

Y(%* 4- o 2 -f & 2 ) 2 — 4 "b*x* 8 


Wir ftibren bier zunacbst statt q die neue Variable 
u = x 2 + q 2 + b 2 


ein und erbalten: 
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u — 2£> 2 
]/w 2 — 4 6 2 a? 2 3 


Das unbestimmte Integrale nach w hat den Worth: 

1 + 4 u __ 1 u — 2a? 3 

V - 4 b*x* 2x 2 ]/w 2 ~ 46V ' 

Das bestimmte zwischen den Grenzen x 2 + Z> 2 und oo ge- 
nommene Integrale hat also fur x < 6 den Werth Null, fur 
x > b aber den Werth 1 : x 2 . Es ist also: 



b 


kAJS 

2b 


kAA' 

c 


Es sollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sieh voll- 
kommen unverandert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Centra soli um Sc abnehmen. Man sieht leicht ? dass dann 
JZj und i7 2 yollkommen unverandert bleiben , nur I7 3 
wachst um 

T TT "kAA be 


Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Krafte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten 0 und O' festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinern strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkrafte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also K . Sc , und da diese Arbeit die einzige Quelle fur 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

104) 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 


8 
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107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von ITj und 
77 2 sebreiten. Diese Grossen werden unendlich, wenn wir 
exact bis zu dem Pnnkt 0 und O' integriren. Es ze igt 
uns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden 
muss, wenn endliche Elektricitatsmengen in mathematischen 
Punkten angebauft werden sollen. 

Wir miissen daher jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte 0 und O' ins Auge fassen. Sei, wie 
es praktisch am baufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
0 als aucb im Punkte O' eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel yorlianden. a und a' seien die Radien der beiden 
Kugeln; dann kann in derail unmittelbarer Umgebung) in 
der Gleicbung 100 das A' enthaltende Glied vernachlassigt 
werden. Es folgt also fur r > a: 

dty A 

dr r 2 ? 

wabrend man fur r < a im Innern eines Leiters ist und 
also hat: d 

Tr - 0. 

Wir wollen die Wertlie, welche diese heiden Differential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfiache der Kugel an- 
nebmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man also bat: 



In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 

dip f dip\ 

~ (dr 1 

dtp (dyj\ 

dn= ~ [dr) 0 ’ 

worans sich ergieht: 


Fiir die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricit&ts- 
menge ergiebt sich also der Werth: 

E = 4 7i a 2 rj = k A. 
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Ebenso findet man fur die auf der anderen Kugel befind- 
liche Elektricitatsmenge den Werth: 

ir = k a' 

und die Formel 104 geht iiber in: 


105) 



Nun kann auch n x berechnet werden. Da sick das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 


__ IcA 2 C d r _ 

-tjt* - 




Man siekt, dass die friiker gemackte Annahme in der That 
berecktigt war, dass 77 1 und iJ 2 nickt Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisck selten vorkommen, aber immer- Emridmts 
hin auck moglich sein, dass die beiden Kugeln von der- einer isoli- 
selben Substanz wie der umgebende Raum erfiillt sind, und rmdmKuge 
dass Krafte tkatig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmassig mit Elektricitat von der con- 
stanten Dichte e erfiillt) kaben. 

Da die Kugeln unendlick klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 


lassigen. 


Daher : 


Es wird daher nach G-leichung 95 




dyj 

Jr 


4:7t£ , 

-j- = const. 
k 



%fj = — 2tc 6 r 2 : 3 k , 

da xjj fur r = o nickt unendlick werden darf und eine ad- 
ditive Constante keine Rolle spielt. Soil jetzt an der Ober- 
flache der Kugel keine Elektricitat angehauft sein, so 
miissen die beiden G-rossen: 
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitat aber 
hat den Werth: 

E = 4tt a 3 e : 3 — kA, 

welcher mit dem frliher gefundenen ubereinstimmt. 

109. Die Formel 105 zeigt, dass die ponderomotoriscbe 
Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Verhaltnisse kleiner wird, je grosser k ist, wenn gleiche 
Elektricitatsmengen in verschiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Versuche, dureb welche die sta- 
tiscbe Einbeit der Elektricitat bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausftibren wiirde, so wiirde dieselbe der 
Wnrzel aus k direct proportional, also die Zahl, welche 
die gleiche Elektricitatsmenge statisch ausdriickt, dieser 
Wnrzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
tische Formeln fur Magnetpole erhalten werden, so gilt 
dasselbe beziiglich der Constante /ll fiir Magnetpole, d. h. 
fiir Solenoiclpole, welche in das nene Medium gebracht 
werden, ohne dass der Stoff , welcher das Innere der Draht- 
ringe erftillt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamischen und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wirkungen gleicher Strome in verschiedenen Medien dem ^ 
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom- 
einheit y ^ verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt nattir- 
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt, 
bleiben unverandert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist yy verkehrt proportional, da die Einheit des 
Magnetismus dieser Grosse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur 
Erzielung der gleichen Kraft. 
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Vierzehnte Vorlesuiig. 

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Krafte allgemein. Magnete. Schlnss. 


110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche 
wir jetzt betrachten, am naturgemassesten sein, die Ein - 
heit von E so zu wahlen, dass, wennjede der Kugeln mit 
ihr geladen ist ? sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Lnft aufeinander ausuben. Dann wird Constante k fur 
Liift den Werth eins haben und man erhalt aus 105: 

107) 'Jli. 

Der Index 5 wurde beigefiigt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Ampere’schen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedachtnisshiilfe mit- 
theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausfuhren kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitats- 
mengen 1 in der Entfernung p = 1. Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit v gleichgerichtet und senkrecht zu q bewegt 
werden, Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Lange 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensitat i = v ist. 1 ) 

*) W&ren in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
Mtten, je Elekricitatsmengen 1, die sicb mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so wiirde daselbst die statische Stromstarke v herrscken. 
Ware die Langeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitats- 
menge eins geladen, und wiirde sich der Draht sammt seiner Ladung 
mit der Geschwindigkeit HI in seiner Richtung bewegen, so ware die 
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Sie iiben jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung 
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann’- 
schen Gesetze gleich der elektrostatisclien Abstossung, wenn 
die magnetisch gemessene Stromintensitat gleich 1 ist. Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen v in diesem Falle 
annimmt, mit i), so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensitat i m =1, die statisch gemessene aber i = D; 
da aber die Zahlen, welche man erhalt, wenn man die 
Stromintensitat einmal in dem einen, das andere Mai in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein mussen, so muss fur jeden Strom 
i = i m iD sein. 

Da beide Maasssysteme so gewahlt sind, dass die Con- 
stante des Joule’schen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

e s i s = e m i m oder e 8 = e m : )J. 

Da endlich auch die Constante des Okm’schen Gesetzes 
in beiden Maasssystemen gleich 1 ist, so hat man, wenn a> 
den Widerstand bezeichnet: 

i co g : e, = i m co m : e m , also co 8 = co m : D 2 . 

Nun sahen wir, dass nach dem Amp^re’schen Gesetze 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
iiben, den Werth hat: 


imi'-mCls ds' 


2 <7 — 3p p' 


i i' 8 ds 

w? 


■ 2 — ( 2 <7 



Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Constante fur Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den Werth fi„ = 1 : l) 2 haben muss. 

112. Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek- 

trischen Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 
wir den Werth: V = 1 : yyj, 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
fur Luft: fx s = 1 : D 3 , k 8 = 1 daher V — 

113. Naturlich konnten wir auch das in den friiheren Vor- 


elektrostatisehe Abstossung auf einen parallelen, gleich geladenen und 
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen Anziehung ihrer Con- 
vectionsstrome. 
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lesungen angewendete magnetiscke Maasssystem gebraucken. 
Man kann ja nach dem Vorgetragenen oline Weiteres df: dt } 
was ja eine Stromstarke darstellt, in magnetisckem Strom- 
maasse messen ? daraus durcb Integration nack t die Grossen 
f, g, h und folglich auch e, r\ nnd E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrucken (vgl. 
vierte und fiinfte Vorlesung). 

Wiirde man diesen Weg einschlagen , so hatte die Con- 
stante g den Wertli: 

1» 

Manfindet dann aus den Betrachtungen des Art. Ill, dass die 
Constante k der Formel 105 nicht gleieh 1 , sondern gleich: 

K = 1 : to 2 

ist. Denn die Grossen E und E f dieser Formel verhalten 
sick wie fidty also wie i. Wir fanden aber: 

i s s daher auch E s ~ E m t), 
daher liefert die Formel 107: 

_ - — a 

Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an- 
gefukrten Wertli fur h m . Fur die Fortpflanzungsgesckwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sick jetzt: 

1 * ")//-* j 

Also naturlick derselbe Zahlenwertk wie friiker. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- 
statischen Maasses: 

Z7 X = E\ : 2a, 

dies ist bekanntlicli das Selbstpotential der auf einer Kugel 
aufgehauften Elektricitat, also die gesammte, zu ikrer La- 
dung erforderlicke Arbeit, welcke bier notkwendig gleick 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektriscken 
Polarisation sein muss, da wir Fernwirkung aussckliessen 
und im Innern der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorkanden ist. 

114. Nun konnen wir leickt die ponderomotorischen 
Krafte finden, welcke beliebige Elektricit&ten auf beliebige 
andere auskben. Man denke sick zu diesem Zwecke zwei 
Systeme elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System 
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soil dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente 
dr gewisse Elektricitatsmengen dr , gewisse Flachenele- 
mente do ebenfalls Elektricitatsmengen r] x do enthalten; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri- 
citatsmengen e 2 dr, gewisse Flachenelemente Elektricitats- 
mengen 7 ] 2 do enthalten. Das Gesammtpotentiale \f) in einem 
Anfpunkte ist dann eine Summe, ^ + xfj 2 , wobei das 
Potential ist ? welches herrschen wtirde, wenn nur das erste 
System , \p 2 wenn nur das zweite System elektrischer Massen 
vorhanden ware. Die Glei chung 102 liefert dann wieder: 

iJ = J7i + iJ 2 + ZZg, 

wobei: 



77 ^ A CrJr I dWi dy* . gVji df* 

3 4tzJ dx dx ‘ dy dy ' dx d% 


ZTj ist lediglich Yon der Lage der elektrischen Massen des 
ersten, il 2 von der des zweiten Systems abhangig, I7 S da- 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 
unverruckt, ebenso die des zweiten und andern nur die 
beiden Systeme ihre relative Lage, so andert sich daher 
nur II Z und seine Veranderung giebt die dabei geleistete 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes fur 
H 3 aber liefert nach bekannten Methoden: 


I7 3 = 


-J^f d07 P2j^-^ c fdTXp 2 A7lJ l 

= fd0V i y 2 + j (lTS^p 2 , 


wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsflache 
zweier Korper, n sowobl auf der einen als auf der anderen 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 
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fenden Seite angrenzenden Korpers bin gezogenen Normale 
yorstellt. 

Da nun xfj dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitatsmenge 1 oder kurz die 
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
triscker Massen auf das andere. Seine Veranderung driickt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Goordinaten liefern also die Krafte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf Experm 
Erscheinungen werfen, die wir im Allgem einen von der Be- pitiaa 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- iatsconsl 
winkliges Coordinatensystem. Die ^-Ebene soil eine sehr- 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Baum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und l x liegen, 
soil mit einem Dielektricum erfullt sein, in welchem k 
den Werth k 0 hat; ebenso der Baum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen l x + d und l x + d + l 2 
liegen. Der Baum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen l x und l x + d liegen, 
soil mit einem Dielektricum, fiir welches k den Werth k x 
hat, erfullt sein; endlich soil die Plache, fur welche x gleich 
h + h + ^ ist, die Begrenzungsflache eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nahe des Bandes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird g = h — 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein. Es seien alle elektrischen Strome 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck A'lfj reducirt sich da- 
her auf 

dx 2 

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Beibung etc. Elektricitat 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand Iibergegangen 
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sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst iiberall 6 = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 


108) 


__ o 

2 


Wenn wir die Grenzschicliten als diinne Uebergangsschichten 
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht. Ueberall ist 6 = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch = 0 sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Riicksicht auf die Glei- 
chung 96: 


109) 


k *3L 

0 dn n 


+ \ 


dip 

dn x 


o, 


welche Gleichung auch bei alien anderen Problemen an 
der Trennungsflache zweier Dielektrica erfullt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricitat ent- 
wickelt wurde. Da d'lp : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss xfj selbst continuirlich sein. 
Sei fur x = 0, 'ip = 0; fur x = l x + l 2 + d aber habe yj einen 
gegebenen Werth Den Werth des i/j fur 0 < x < l x 

bezeichnen wir mit rp v dann ist also: 

^ = Ax. 

Fiir l x < x < l x -j- d muss ^ die Form yj 2 = Bx + C haben. 
Fiir die Ebene x = l x ist: 

dip _ dip x = dip _ dipt __ r 

dn 0 dx 7 dn x dx 7 

daher liefert die Gleichung 109: 


\ B — Jc 0 A = 0. 

Da ip selbst continuirlich ist, so folgt: 

A k x l x = A Jcq l x -j— G k x . 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x = l x + d 
an, so ergiebt sich fur: 

l x + d < x < Z x + d + l 2 


fur der Werth: 


^3 = A x + A d ; 

'h 
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Daher wird: 

W = A l + A k 0 d, 

wobei l = + l 2 gesetzt wurde. Da in der Ebene x — l + d 

wieder ein Leiter beginnen soil, so ist die auf der Flacbe 
% desselben angehaufte Elektricitat nacb G-leicbung 97 zu 
berecbnen und hat den Werth: 


f 




Daher ist: 



Dieser Quotient heisst die reciproke Capacitat des aus 
beiden leitenden Flatten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Flache jeder Platte gleich g ware. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

K = i 


und man findet daber fur die reciproke Capacitat 



Hatte k x denselben Werth, wie fiir Luft, so ware die reci- 
proke Capacitat: 


W __ 
E “ 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfiillt wird, im Verhaltnisse 
1 : \ vermindert ware. Ist bei unveranderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft , das andere Mai ganz mit j enem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfiillt, so ist die Capacitat 
im zweiten Falle & x mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitatsconstante k beruht. 
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Setzen wir: 

a 

a = - — ? 

4:TtfA 




so erhalten wir fur diese G-rossen ganz ahnliche Gleichun- 
gen, wie die soeben discutirten fur einen vollkommenen 
Isolator bei Abwesenlieit ausserer elektromotorischer Krafte 
geltenden, nur dass an Stelle von f, g, h , P, Q, R, 
k:4% , np jetzt der Reike nach treten a , h, c, cc, y, 

4 TtjLL, cp. Ausserdem erscbeint in den Gleichungen* welche 
wir die Stokes’schen nannten, das Zeichen verkelirt, als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkelirt ware 
nnd in den Dielektrisirungs - nnd Magnetisirungsgleickungen 
bei den Constanten der Faktor 4 % mit 1 : 4% vertauscht. 
Man bat namlich: 


a\ ^ Q d R , 

A > Hi “ Hy ’ 

m if — tl _ M , 

} dt dy dz 


O') 4 7tf = 7c P, 


rnetfsmus. Dies beweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- 
dien, wo die Constante fi verschiedene Wertbe hat, in ganz 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirknng der freien 
Elektricitat der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennnngsflache zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Wertbe hat, unter dem Einflusse elektrischer 
Krafte sicb so verhalt, als ob dort fern wirkende Elektri- 
citat yorhanden ware; analog wird die Trennungsflache 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von \x sicb so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorbanden 
waren. 

W'ir nannten f } g, h die Componenten der dielektriscben 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum- 
einbeit, P, Q, R die Componenten der elektriscben Kraft 
(wirkend auf die Elektricitatsmenge 1), -i p das elektriscbe 


*) Ueber diese Analogie vgl. Rowland, Amor. journ. of math., 
vol. II, p. 354; vol. Ill, p. 89, 1879 und 1880. 
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Potentiale (ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
Elektricitatsinenge 1 befindet), k die Dielektrisirungszabl 
oder Dielektricitatsconstante. Gerade so sollen jetzt 
die Componenten der magnetiseben Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, &y-b?~v die der 
magnetischen Kraft, <p das magnetische Potential, (jl die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 
An Stelle der statischen Elektricitat tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molektilen, die solenoid- 
artig yon elektrischen Stromen umflossen sind. 

Fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren konnen wir jetzt schreiben: 

daher fur die Breehungsexponenten: 

112) D : F = 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen tiberzeugt und sie zur Anwendung auf sammt- 
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 



Erster Anhang, 


Liter atur lib er sieht. 

Leider fehlte es mir an Zeit und Material, um diese Uebersicht voll- 
standig zu machen; hatte ich dem Vorwurfe der Unvollst&ndigkeit 
and Uncorrectbeit entgeben wollen, so ware mir nicbts iibrig ge- 
blieben, als sie ganz auszulassen, wofiir mir doeh kaum alle Leser 
Dank gewusst hatten. Auf feblendes bitte ich mich aufmerksam zu 

machen. 

I. LehrMcher, die Maxwell’s Elektricitatstheorie melir Oder 
minder eingeliend behandeln. 

Maxwell, A treatise on electricity and magnetisme. Oxford, Clar. 

press- 1881. Deutsch yon Weinstein.* Berlin, Springer 188S. 
— An elementary treatise on electricity. Oxford, Clar. pr. 1888. 

Deutsch von L. Gr£tz. Braunschweig, Yieweg 1883. 
Wiedemann, G., Lehre von der Elektricitat, a. a. 0. IY. p. 1159 
u. 1184. Braunschweig, Vieweg 1885. 

Poinear£, Electricity et optique. Paris, Carry 1890. 

Gordon, J. E. H., a physical treatise on electr. and magn. London, 
Sampson Low. 1880. 

Tumlirz, die elektromagnetische Theorie des Lichts. Leipzig, 
Teubner. 1883. 

Mascart und Joubert, Lehrbuch der Elektricitat und des Magnetis- 
mus. Deutsch von Levy. Berlin, Springer. 1886. 

Grimaldi, G. P., La teoria elettromagnetiea del Maxwell e le 
sperienze di H. Hertz. Roma, tip. dell’ Acc. dei Lincei; 1889. 
(40 pag.) (Leichtverstandl. historische Darstellung.) 

II. Abhandlungen ttber die Grundlagen der Maxwell’schen 

Theorie. 

Faraday, Experimental researches on Electricity. 3 vols. London 
1839—55 (oder Neudruck). 

Maxwell, on Faraday’s lines of force. Scient. Pap. Cambridge, Univ. 
press, 1890. I. p. 155. Cambr. Phil. S. Transact, vol. X. p. 1. 
geles. 10./12. 1855. 



Literaturiibersicht. 


129 


Maxwell, On a method of drawing the forms of F. lines of force 
without calc. Scient. Pap. I p. 241. Brit Ass. Rep. 1856. 

On physical lines of force, Scient. Pap. I. p. 451; Phil. Mag. (4) 

vol. 21. p. 161, 281, 338, 1861; 28. p. 12, 85, 1862. 

— A dynamical theory of the electromagn. field, Scient. Pap. I. 

p. 526. Roy. Soc. Trans, vol. 155, p. 459. gel. 8./12. 1864. 

On the theory of maintenance of el. curr. by mech. work without 

use of perm, magnets; Scient. Pap. II. p. 79. Proe. R. S. 1867. 
- Experiment in magn. electr. induction; Scient. Pap. II. p. 121. 
Phil. Mag. 1868. 

— On a meth. of m. a. d. comparison of electrostat. with electro- 
magn. force, w. a note on the electromag. theory of light; Scient. 
Pap. II. p. 125. Lond. Phil. Transact., 158. 1868. 

On the induction of el. current in a inf. plane sheet of u. cond. 
Scient. Pap. II. p. 286. Proc. R. S. 1872. 

O n action in distance, Scient. Pap. II. p. 311. Proc. R. Inst. vol. 7. 

von Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitat 
fiir ruhende, leitende Korper, Verb. d. naturh. Yereins zu Heidel- 
berg, 21. Januar 1870. Borcli. Journ. 72, p. 57. 1870. Fortge- 
setzt: ebenda 75. p. 35. 1872. 78. p. 273. 1874. Berl. Ber., 
18. April 1872, 6. Febr. 1873, 17. Juni 1875. — Wiss. Abhand- 
lungen Bd. I. S. 545. 

Stefan, Ueber die G-esetze der magnetischen nnd elektrischen Kraft e 
in magn. und el. Medien und ihre Beziehung zur Theorie des 
Lichtes. Sitzungsber. der Wien. Alcad. 70. p. 589. 1874. 
Rowland, On tbe general equations of electromagn. action. Amer. 
Journ. of math. Vol. II. p.354. 1879. Yol. III. p. 89 Phil. Mag. 
(4) 50. p. 257. 1876. Sill. J. (3) 10. p. 325. 451. 1875. 

J. J. Thomson, Einwande gegen Rowland. Nature 24. p. 204. 1881. 
Hertz, Ueber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fur ruhende 
Korper. G-ott. Nachr. M&rz 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890. 
- — - Pass, fiir bewegte Korper. Wied. Ann. 41. p. 369. 1890. 

E. Cohn, Systernatik der Elektricitatslehre. Wied. Ann. 40. p. 625. 
1890. 

Heaviside, On electromagnetic waves. Electrician 3 Jan. 1885 Phil. 
Mag. Febr. 1888. Phil. Mag. (5) 6. p. 177. 1878. 24. p. 479. 1887. 
25. p. 130. 202. 379. 1888. 26. p. 360. 434. 488. 1888. 27. 
p. 89. 1889. 

III. Andere auf die allgemeine Maxwell’scke Theorie Bezug 
habende Abliandlungen. 

Beltrami, Interpret, mec. delle formole di Maxwell. Mem. Istit. di 
Bologna (4) 7. 38. 1886. Nuov. Cim. (3) 20. p. 5. 

Ces&ro, Roma, Acc. d. Lincei 5. p. 199. 1889. An d. vorige an- 
schliessend. 

Boltzmann, Vorlesungon. 


9 



130 Literaturiibersicht. 

Blondlot, Elementare Ableitung der Spannung und des Druckes im 
elektriseben Felde. Journ. de phys. (6) 2. p. 507. 1887. 

Desaulx, Ann. d. 1. soc. scient. de Brux. 12. 1887/8. (Aebnliches). 
Adler, Zwangszustand im elektriseben Felde. Wiener Sitzungsber. 
89 . p. 594. 1884. 95 . p. 50. 180. 1887. 96 . p. 1037. 1305. 

1887. 

Seydler, Elektriscbe Spannnngstbeorie vom Standpunkte der Elasti- 
citatslebre. Ber. der bohm. G-es. der Wissensch. 1882, 7. Dee. 
1883. 

Grinwis, Einfluss eines Leiters auf die Energievertheilung im Felde. 
Arch, neerl. 21. p. 251. 1887. 

L. Lodge, Mecb. illust. of passage of Electr. Phil. Mag. Nov. 1876, 
of Tbermoelectr. Dec. 1876. 

Modell d. elektr. Absorpt. Phil. Mag. (5) 2. p. 353. 524. 1876. 

Gratz, Notiz iiber die Maxwell’schen Molekularwirbel. Wied. Ann. 
25. p. 165. 1885. 

Poynting, Zusammenhang zwischen elektriseben Stromen, elektriseben 
und magnetiseben Yerscbiebungen. Lond. Proc. B. S. 88. p. 168. 

1885. 

J. J. Thomson, 1st die Annahme Maxwell’s richtig, dass sicb die 
Elektricitat wie eine incompressible Flussigkeit verhalt? Proc. 
Lond. Math. Soc. 19. p. 520. 1889. 

Poynting, Theorie der el. Absorpt. Phil. Mag. (5) 21. p. 419. 1886. 
Lowland, Theorie d. el. Absorption. Amer. Journ. of math. 1. 
p. 53. 1873. 

Femwirkung erloschender Bingmagnete. Hertz, Wied. Ann. 28. 
p. 84. 1884. Aulinger 27. p. 119. 1886. Lorberg 27. p.666. 

1886. Boltzmann 29. p.598. 1886. 81. p. 139. 1887. 

El.-dyn.' Wirkung von Convectionsstromen. Lowland, Berl. Ak. 

Marz 1876. Pogg. Ann. 158. p. 487. 1876. Lecher, Lep. der 
Phys. 20. p. 151. 1884. Bontgen, Berl. Ber. 19. /I. 1888. 
El.-dyn. Wirk. veranderl. diel. Polar. Lontgen, Berl. Ak. 26. Febr. 
1885. 

Zur Schlussbemerkung von Art. 33. Colley, Wied. Ann. 17. p. 55. 
1882. 18. p. 704. 1883. Borgmann, J. d. phys* Ges. zu Peters- 
burg. 16. p. 414. 1881. 14. p. 15. 260. 1882. 

Wirk. von Inductionsstromen auf stat. El. Lippmann, Par. C. E. 
89. 21. Juli 1879. Lodge, Proc. Phys. Soc. Lond. 10. p. 116. 1889. 

Modelle zur Veranschaulichung. 

Fitzgerald, Modell f. einige Eigenscbaften d. Aethers (Bader mit 
elastischen Schnuren verbunden). Dubl. Proc. B. S. p. 407. 
1885. 

Sir W. Thomson, Veranschaulichung der mechanischen Theorie der 
Induction in Korpern durch Fliissigkeitswirbel. Bep. Brit. Ass. 
1888. p. 567. 570. 



Literaturubersicht. 1 3 i 

L. Rayleigh, Modell der Maxw. Theorie. Proc. Phys. Soc. Lond. 10. 
p. 434, Nov. 1890. 

G-wytlier, Sehwingungsgleichungen des Aetliers. Cambr. Proc. Phil. 
Soc. 5. 280. 1885. Vgl. auch oben Lodge. 


IT. Andere mechanisclie Electricitatstheorien . 

Helm, Aether in Leitern fliissig, in Isol. fest; bewegte gelad. Korper 
sind fortschreitende Yerflussignngen. Wied. Ann. 14. p. 149. 1881. 

Theorien, die nur auf der Hypothese fussen, dass die elek- 
trische Eernwirkung Zeit braucht. 

Gauss, Briefwechsel. Werke. 5. 

Eiemann, Pogg. Ann. 131. p. 237. 

Lorenz, Pogg. Ann. 118. p. 111. 1863. 121. p. 579. 1864. 131. 

p. 243. Wied. Ann. 7. p. 161. 1879. 

Karl Neumann, Die elektrisehen Krafte. Leipzig, Teubner. 1875. 
Principien d. Elektrodynamik. Tubingen 1868. Clebsch Ann. 1. 
p. 317. 1869. 

Loschmidt, Wien. Ber. 58. p. 17. 1868. 

Edlund, Thdorie des ph6nom&nes 41eetriques; M6m. de TAc. r. de 
Su6de. XII. 1873. N. 8. 

Theorien, die auf Analogie mit Pliissigkeitsstro men 
beruhen. 

Loschmidt, Wiener Ber. 58. p. 596. 1868. 

Decharme, Par. C. R. 94 . p. 440. 643. 1882. 95 . p. 87. 1882. Ann. 

de chim. (5) 29. p. 404. 1883. 

Sec chi, Die Einheit der Naturkrafte. Leipzig 1876. 

Boulanger, Lum. 61ect. 20. p. 241. 1886. 

Wirb eltheorien der magnetischen und elektrisehen Krafte. 
Hank el, Theorie der elektrisehen Erscheinungen. Pogg. Ann. 126. 

p. 440. 1865. 131. p. 607. 1867. 

W. M. Hicks, Rep. Brit, Ass. 1888. p. 577. 

Euler’s Briefe, deutsch yon Kries. 1794. 3. Brief, p. 190— 197. 
Bjerknes, Paris, C. R. 88 . p.165.280. 89 . p. 144. 1879. 93 . p.303. 

Nat. 24. p. 360. 1881. 

Challis, Phil. Mag. (4) 43. p. 401. 1872. 

Thomson, Phil. Mag. (4) 7. p. 502. 8. p. 42. 1854. 

Ermacora sopra un modo . . . Padua 1882. 

Ledieu. Paris. C. R. 95. p. 669. 753. 1882. 

Reynard, Ann. d. chim. (4) 19 . p. 272. 1870. 

Moutier, Ann. d. chim. (5) 4. p. 267. 1875. 


9 



132 


Litemturiibersidd. 


Grlassebrook, Eloktroilynainiseho Wirhdthenrie. Phil. Matt, rin IK 

p. 307. 1884. 

(Vergleiche auch die Ietzteu unter HI <*if irl«*n Abhandhmgon. } 

V. llober elektiisehe Sehwingungen Im AUtfciticittci!. 

A llgemeine Theorie. 

Thomson, I > hil. Mag. (4) 5. p. 303, I Hah. 

v. Helmholtz, KouHOii, Pugg. Ann. 82, p. huh, 9K p. 2.» s. P27. 
446. 1854. Krhalt. <1. Kraft, p. 4 1. Nufurh. V. /u Hddtdb,, 
April i860. Wi»H. Ahh. K Bd. p. 12. 

Kirchhoff, Ueb. d. Beweg. dor Kl. in 1 Million. Pugg, Ann, I INI. 

p. 103. 351. 1857. 121. p. 551. 1854. dtwtmm. Abb X. 1 !U . 
Web or, Abb. tl. k. snobs. (ion. <1. Wiss. 6. p. 565, 1 85 j. 

Roch, Bowog. d. KL in Leitern. Burch. J. 0K p. 253, 1853, 
Weingarten, Bemerk. dazu. Burch, ,L 62. p. 143. 1854. 

Lorberg, Beweg. d. KL in nieht lincaren Loitcru, hen. id. < Willa 
tioncn in einer KugeL Boreh. J, 71, p. 53. KsTn, 

G laisher, EL motion in spheres. It. S. Trans, ihh: 1. Bornsteiu. Pugg, 
Ann. 142. p. 54. 1871; BerL Her., .Ittli 1871; M nut on, Pur. 
0. R. 82. p. 84. 18. 

Htofan, Wien. Her. 95. p. 017. 1887. Wietl, Ann. 4K p, 4uu. 421. 
Thomson (Zunahme des Widersluudes bd sehr ruschon Sdivringimgeu!. 
Analogic der Dielektrica xnit sslihen PltisHigkoiten. Knot. d, 1U, 
p. 241. 1880. 

J. J. Thomson, el. Sehwingungen im cylindrisdion Pumitnd. Kund. 
Froc. Math. Hoe. 17. p. 310, 18H5. 

Heaviside, 6ber Blitzab loiter, rancho dectr. Wdlon dringen nieht in 
den Leitungsdraht ein. Electrician Jam 1883, Phil. Mag. Pm 23. 
p. 153. 1888. 

Poynting, Aehnlicluw. Phil. Trans. 2. p. 277. 1HM3, 

Lodge, Phil. Mag. (5) 26. p. 217. I8 hh. 

Theorie der UnghcnWhen I nduetiouswage, 

Hughes, Loud. Froc. it. S. Mai 1870. Phil, Mug. pH 8, p, f»o, into. 
Lodge, Phil. Mag. (5) 9. p. 123. Fehr, IHHtK 
Lord Rayleigh. Rep. Brit. Ass. 1880, p. 472. 

Oberbeck, Wied. Ann. SI. p. 812. Jmh7, 

Beobaehtung elek triseher Kch vv ingungen an Ley doner 
Planch on. 

Fodders en, Boitriige zur Kcnntiiim dm el Ftmkens, lH*w, Kid 
1857. Fogg. Ann. 103. p. 407. 1858. lOH. p, 41*7. 1850. 112, 
p.452. 1851. 112. p. 437, 1801. 110. p. 132. 1862. 1&Q. p. 4311. 
1867. Abh. Silehs. Gas. 11, 111. 

Palzow, I’ogg. Ami. 112. p. 587. Ih 61 . 118 . p. n«. 357. 1863. 



Literaturiibersicht. 


133 


v. Oettingen, Pogg. Ann. 115. p. 513. 1862. Jubelb. p. 269. 1874. 
Wied. Ann. 2. p. 305. 1877. 34. p. 570. 1888. 40. p. 83 (Inter- 
feres oseill. Entlad. v. Leydn. Flaschen). 

Miesler, Bei eingeschalteten diinnen Drahten stimmt die Theorie. 
Wien. Ak. 99. p. 579. 1890. 


Elektrische Schwingungen in Drahtspulen und Conden- 

satoren. 

Schiller, Pogg. Ann. 152. p. 535. 1874. 

Oberbeck, Wied. Ann. 17. p. 816. 1040. 1882. 19. p. 213. 625. 
1883. 21. p. 139. 672. 22. p. 73. 1884. 26. p. 245. 1885. 28. 
p. 335. 1886. Berl. Ak. 1882/1883. 

Winkelmann, Wied. Ann. 20. p. 91. 1883. 

Klemencic, Exner’s Rep. 22. p.587. Wien. Ak. 93. p. 470. 
Hieke, Wien. Ak. 96. p. 134. 1887. 

Colley (Sehr leicbter Magnetspiegel schwingt mit; Anwendung zur 
Y-Bestimmung) Wied. Ann. 26. p. 432. 1885. 28. p. 1 . 1886. 
Bernstein, Pogg. Ann. 142. p. 54. 1871. Berl. Ber., Juli 1871. 
Mouton, Par. C. R. 82. p. 84. 1876. 

TI. Abhandlungen iiber Hertz’sche Schwingungen. 

a) Yorwiegend experimentellen Inhalts. 

Hertz, Berl. Ak. 9. Febr., 13. Dec. 1888. Wied. Ann. 34. p. 155. 

273. 551. 609. 1888. 36. p. 1. 769. 37. p. 395. 1889. 
Fitzgerald, Durch Entladung eines Accumulators entstehen elek- 
trische Wellen yon 10 m Lange. Rep. Brit. Ass. 1883. p. 405. 

Energie der elektrischen Strahlen. Nat. 29. p. 167. 1884. Rep. 

Brit. Ass. 1883. p. 404. Nat. 41. p. 295. 1890. 

Sarasinet de la Rive propag. de l’ond. hertzienne. Die Wellenlange 
h&ngt ab von der Schwingungsdauer des Secundarinductors. Arch, 
scienc. phys. Geneve, (3) 23. p. 113. 557. 1890. Par. C. R. 
1891. 

Cornu, Darauf gegriindete Zweifel. Par. C. R. 110. p. 75. 1890. 
Joubert, Electricien. 6. p. 318. 1889. 

Rubens und Ritter, Beobachtung durch Froschschenkel und Messung 
durch Bolometer. Wied. Ann. 40. p. 53. 55. 1890. 42. p. 154. 1891. 
Rubens, Studium der Energievertheilung in den Schwingungen mit 
Bolometer. Wied. Ann. 42. p. 154. 1891. 

Bartoniek, Beobachtung durch gerissene Gluhlampen. Math. Ber. 

aus Ungarn 7. p. 217. 1890. Beibl. 14. p. 654. 

Lecher, Beobachtung durch Geissler’sche Rohren, welche leuchten, 
wenn eine verschiebbare Ueberbruckung gerade auf den Knoten 
kommt, auch Bestimmung von Dielektricitatsconstanten. Wien. 
Ak. 99. p. 357. 480. 1890. Wied. Ann. 41. p. 850. 857. 1890. 



Literaturub ersicht. 


134 

Boltzmann, Beobachtung durch das Elektroskop. Wied. Ann. 40. 
p.‘ 399. 1890. 

Classen, Beforderung der Funken durch einen Luftstrom. Wied. 
Ann. 39. p. 647. 1890. 

Wi chert, Beobachtung durch das Mikroskop. Wied. Ann. 40. p. 640. 
1890. 

K. Waitz, Wellenlangebestimmung durch Abgleichung einer Zweig- 
leitung, sodass die Funkenintensitat ein Minimum wird. Wied. 
Ann. 41. p. 435. 1890. 

Elsass, Die Enden zweier symmetrischer Leiter werden mit einem 
Telephon verbunden. Wied. Ann. 41. p. 833. 1890. 
Dragoumis, Beobachtung durch, Geissler’sehe Rohren. Nat. 39. 
p. 548. 1889. 

Trout on, Reflection und Brechung an Paraffin-, Wasser-, Metall- 
wanden. Nat. 39. p. 391. 40. p. 398. 1889. Electrician 25. p. 556. 
1890. 

Lodge und Howard, Concentration durch Linsen. Phil. Mag. Jnli 

1889. Proc. Phys. Soc. Lond. 10. p. 143. 

Gregory, Beob. d. Verlang. eines durch Hertz’s Schwing. erhitzten 
feinen Drahtes. Proc. Phys. Soc. London. 10. p. 290. 1890. 
Blyth, Messung durch das Elektrometer. Electrician 24. p. 442. 

1890. 

Klemeneic, Messung mit Thermoelementen. Reflection am Schwefel. 

Wien. Ak. 99. p. 725. 1890. Wien. Anzeig. Februar 1891. 
Zickermann, Priifung der Resonanz bei Hertz’s Schwingungen. 
Dissert. Greifsw. 1889. 

W. Konig, Der Oberflachenschiller von PtCy und J ist Hertz’s 
Gitterpolarisatoren analog. Yerh. Phys. Ges. Berl. 8. p. 36. 1889. 
Saras in et de la Rive, Fortpflanzungsgeschwindigkeit in Luft ist 
gleich der an einem Drahte. Par. C. R. 31. mars 1891. 
Hagenbach und Zehnder, Hertz’s Anschauungen wird wider- 
sprochen. Yerh. d. naturf. Ges. zu Basel. 9. p. 509. 1891. 


b) Theorie der Hertz’schen Schwingungen. 

Hertz, Wied. Ann. 31. p. 421. 543. 1887. 36. p. l. 1889. 

Konig, Wied. Ann. 37. p. 651. 1889. 

Poynting, Uebertrag. der Energie im el-magn. Felde. Lond. Phil. 
Trans. 1884. p. 343. 

J. J. Thomson, El. Schwingungen in der Kugel. Proc. Lond. math. 
Soc. 15. 1884. 

Lodge, El. Schwingungen in leitenden Kugeln. Nat. 41. p. 462. 
1890. 

J. J. Thomson, Durch Einfluss der Zimmerwande kann die Geschwin- 
digkeit der Fortpflanzung an einem Drahte verschieden von der 
in Luffe ausfallen. Proc. R. S. Lond. 46. p. 1. 1889. 



Literaturiibersicht. 


135 


Poincare, Berechnung der Qscillationsdauer der Hertz’schen Schwin- 
gungen fur verschieden gestaltete Inductoren.’ Par. C. R. 1X1. 
p. 322. 1890. 

Watson, Lodge, Discussion der von Hertz fur seine Schwingungen 
aufgestellten Gleichungen. Nat. 39. p. 486. 558. 583. 1889. 
de la Rive, Theorie der Bildung stehender Wellen bei den Hertz- 
schen Yersuchen. Arch, de Geneve (3) 23. p. 391. 1890. 

(Vgl. auch Y, Lorberg und Thomson; VUIb, Fitzgerald). 


YII. Arbeiten ilber Dielektricit'atseonstanten. 
a) Allgemeines. 

Cavendish, Electr. researches ed. by Maxwell. Cambr. 1879. 
p. 144. 432. 

Faraday, Exp. res. 11. § 1189. 

Rosetti, Nuov. Cim. (2) 10. p. 171. 1873. 

Belli, Corso element, di fisica sperim. 1838. 3. p. 239. 294. 
Harris, Phil. Trans. 132. p. 165. 1842. 

Mateucci, Par. C. R. 48. p. 780. Ann. de chim. (3) 57. p. 423. 
1859. 27. p. 133. 1849. 

Werner Siemens Wippe u. Galv. Pogg. Ann. 102. p. 91. 1857. 

125. p. 137. 1864. 

Neyreneuff, Par. C. R. 85. p.547. 86. p. 1542. 1877. 
Schwedoff, Pogg. Ann. 137. p.559. 1869. 

Gaugain, Ann. d. chim. (4) 2. p. 276. 1864. 

Bezold, Pogg. Ann. 143. p. 62. 1871. Munch. Ak. 1870. 1877. 
Wixllner, Munch. Ak. 1874. Wied. Ann. 1. p. 247. 1877. 32. p. 19. 
1887. 

b) Dielektricitatsconstante und Brechungsexponent bei 
isotropen festen und tropfbaren Korpern. 

Gibson und Barklay, Paraffin aus Condensatorversuchen. Phil. 
Trans. 161. p.573. 1873. 

Boltzmann, Romich, Nowak und Faydiga: Schwefel, Glas, 
Paraffin, Harz etc. aus Condensatorversuchen und aus der dielek- 
trischen Fernwirkung (Anziehung dielektrisirter Kugeln durch 
ffeie Elektricitat). Wien. Ber. 66. p. 1. 256. 1872. 67. p. 17. 
68. p. 155. 1873. 70. p. 307. 367. 380. 1874. Pogg. Ann. 151. 
p. 482. 1874. 155. p. 403. 1875. Arch. d. Gen. 55. p. 438. 1876. 
Felici, Veranderung der Wirkung auf eine Drehwage durch da- 
zwischengebrachte Wiirf el aus Schwefel, Wallrathetc. Nuov. Cim. 
5. p. 5. 6. p. 73. 1871. 

Gordon, Glas, Harze etc. aus Yersuchen mit compensirten Conden- 
satoren. Phil. Trans. 1879. p. 417. Nat. 20. p. 485. 1879. 31. 
p. 347. 1881. 



136 


Literaturiibersicht. 


Hopkinson, Aehnliches. Lond. Phil. Trans. 1881. II. p. 385. Proc. 
E. S. Lond. 1878. p. 17. 

Ayrton und Perry, Dielektricitat des Eises aus Condensatorver- 
suehen. Phil. Mag. (5) 5. p. 43. 1878. 

Si low, Veranderung der Wirkung in einem Quadrantelektrometer bei 
Fullung mit dielektrischen Fliissigkeiten. Pogg. Ann. 156. p. 389. 
1875. 158. p. 306. 1876. 

Quincke, Messung der Anziehung yon Condensatorplatten durch 
Wagung, Aenderung der Gestalt von Luftblasen etc. Berl. Ber. 
5. p. 4. 1883. Wied. Ann. 19. p. 545. 705. 1883. 24. p. 347. 
606. 1885. 28. p. 529. 1886. 32. p. 529. 1887. 34. p. 401. 1888. 
Ayrton und Perry, Brechungsexponent des Ebonits. Phil. Mag. (5) 
12. p. 196. 1881. 

Palaz, (Benzol, Toluol etc. auch Temperaturcoeffieient). Dissertation 
Zurich 1886. 

Fuchs, Aehnliches aus Condensatorversuchen. Wien. Ber. 98. p. 1240. 
1889. 

Negreano, Benzin, Toluol etc. Paris. C. E. 104. p. 423. 1887. 
Salviani, (einige Oele). Roma, Acc. d. Lincei (3) 4. p. 136. 1888. 
Hopkinson, Benzol, ParafF. etc. Proc. E. S. Lond. 43. p. 156. 1887. 
Teres chinin, Alkohole, Formiate. Acetate etc. nach Silow-Cohn’s 
Methode. Wied. Ann. 36. p. 792. 1889. 

Tomaszewski, Terpentinol, Benzol nach Silow’s Methode. Wied. 
Ann. 33. p. 33. 1888. 

Winkelmann, Glas , Ebonit, Paraffin mit dem Telephon. Wied. 
Ann. 38. p. 161. 1889. 

Donle, Glas, Paraffin, Aether Petroleum mit Bellati Giltay’s Electro- 
Dynamometer. Wied. Ann. 40. p. 307. 732. 1890. 

J. J. Thomson, Dielektrieitatsconstante aus Hertz’s Schwingungen. 
Proc-E. S. Lond. 46. p. 292. 1889. Vgl. Lecher, unter Via. citirt. 

c) Halbleiter, Absorption. 

Colley, Diel. Polaris, von Electrolyten (olsaures Blei etc.). Wied. 
Ann. 15. p. 94. 1882. 

Cohn und Arons sogar Alkohol und Wasser. Silow’s Methode und 
andere. Wied. Ann. 33. p. 13. 31. 1888. 38. p. 42. 1889. 
Gouy, Par. C. E. 106. p. 930. 1888. 

Dieterici, Paraffin .und Schellack geben Eiickstand. Wied. Ann. 25. 
p. 545. 1885. 

Arons, Polemik dagegen. Wied. Ann. 35. p. 291. 1888. 

Eowland und Nichols, Phil. Mag. (5) 11. p. 414. 1881. 

d) Krystalle. 

Wiedemann, Pogg. Ann. 76. p. 404. 1849. 

Knoblauch, Pogg. Ann. 83. p. 289. 1851. 



Literaturubersicht. 


137 


de Senarmont, Ann. de chim. (3) 28. p. 287. 1850. 

Root, Pogg. Ann. 158. p. 1. 425. 1876. 

Curie, Dielektricitat und Absorption von Krystallen. Par. C. R. 103. 
p. 928. 1886. Lum. 61 28. p. 580. 29. p. 13. 127. 188S. 

Klemencic, Glimmer als Dielcktrikum. Wien. Ber. 96. p. 807. 
1887. 

Bouty, Aehnliches. Par. C. R. 110. p.846. 1362. 1890. 

Boltzmann, Romich, Nowack, Dielektriscbe Fermvirkung auf 
Krystalle. Wien. Ber. 70. p. 842. 367. 

e) Dielektricitat der Gase. 

Boltzmann, Wien. Ber. 69. p. 797. 

Ayrton und Perry, Asiat. soc. of Jap., 18. Apr. 1877. 

Dielektricitat des Sprengel’schen Vacuum. Ayrton, Lodge, Gor- 
don, Perry. Rep. Brit. Ass. 1880. p. 197. 

Klemencic, Dielektricitatsconst. einiger Gase mit Wippe und Galv. 
Wien. Ber. 91. p. 714. 1885. 

VIII Optik vom Standpunkte der Elektrieitatslehre. 

a) Erste Anfange. 

Oerstedt, Euler etc. Vgl. Christiansen, Die el. magn. Licht- 
theorie. Overs, d. k. dansk Vidensk. Selsk. Forhandl. 1889. p. 183. 

Green, Grundz. der Naturlehre. Halle 1797. § 1408. 

Faraday, Exp. res. 3075, Thoughts on ray vibr. Phil. Mag. 1846. 

Weber und Kohlrauseh, erste V-Bestimmung. El. dyn. Maass- 
bestimmungen. SHchs. Ges. d. Wissensch. Leipzig 1856. (Die 
verschiedenen V-Bestimmungen, siehe Wiedemann, Elektrici- 
tat IV. p. 994. 


b) Allgemeine Optik. 

A. Lorenz, Reflexion und Brechung des Lichtes. Amheim Sande 
1875. Beibl. 1877. 

G. F. Fitzgerald, El. magn. Theorie d. Reflexion u. Brechung. Lond. 
R. S. Proc. 28. p. 236. 1879. L. Phil. Trans. 1880. p. 691. 

Ueber die Moglichkeit, wellenartig el. Storungen hervorzurufen. 

Dubl. Trans. (2) 1. p. 133. 173. 1880. 

Rowland, El. magn. Theorie der Brechung (Huygens Princip). 
Phil. Mag. (5) 17. p. 413. 1884. Am. Journ. of Math. 6. p. 359. 
1883. 

C. A. H. Grinwis, Lichtabsorption nach Maxwell’s Theorie. Amster- 
dam. Akad. 10. p. 371. 1877. Arch. n£erl. 12. p. 177. 1877. 
Gibbs, Notes on el. magn. theory of light. Sill. Journ. 23. p. 262. 
460. 1882/3. 



138 


Literaturiib ersicht. 


Yergleich der elektr. u. elast. Liehttheorie beziiglich Farbenzerstreuung 
und Doppelbrechung. Sill. Journ. 35. p. 467. 1888. 

Yergleicli mit Thomson’s Wirbeltheorie des Lichtes. Sill. Journ. 37. 
p. 129. 1889. 

Glazebrook, Eep. on opt. theories. Eep. Brit. Ass. 1886. p. 153 ; 
Phil. Trans. 1879. 

Eayleigh, El. mag. Th. des Lichts; Eeflexion, Absorption, Polari- 
sation. Phil. Mag. (5) 12. p. 81. 1881. 

F. T. Trouton, Erklarung der Phasenverschiebung bei der Eeflexion 
aus der elektromagn. Lichttheorie. Phil. Mag. (5) 29. p. 268. 
1890. 

Cohn, Die Durchsichtigkeit der Elektrolyten beginnt bei Schwingungs- 
dauern die zwischen den Hertz ’schen und denen des Lichtes 
liegen. G-ott. Nachr. 1889. Wied. Ann. 38. p. 217. 1889. 

c) Doppelbrechung und Drehung der Polarisationsebene. 

KolaSek, Wied. Ann. 34. p. 673. 1888. 39. p. 236. 1890. 
Heaviside, Phil. Mag. (5) 19. p. 397. 1885. 

J. J. Thomson, Phil. Mag. (5) 9. p. 284. 1880. Cambr. phil. Soc. 
5250. 1885. (Dreh. d. Pol.) 

Schaik (Dreh. d. Pol.). Arch, neerl. t. 21. p. 406. 1886. 18. p. 70. 
1882. 


Zweiter Anhang. 


Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholtz’s (Borchardt’s Journal 72. p. 57. 1870), Stefan’s 
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz’s (G-ottinger 
Kachrichten 19. Marz 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schltissel). 


In den wenigen Fallen, wo sich die Bezeichnungen Maxwell’s 
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefiigt. Da namentlich die Helmholtz’sche 
Theorie vielfach von der Max we 11’ schen abweicht, ist die Ueberein- 
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollst&ndige. 
Wo dies besonders stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige- 
fiigt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine vollige Yerschiedenheit beider 
Begrifle, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz’s Formeln 
die Maxwell’schen erh&lt, wenn man in ersteren & und e sehon far 
Luft und daher auch fur alle anderen Korper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt. 



Yerlag* von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Helmholtz, H. v., Wissenschaftliehe Abhandlimgen. 

2 Bande. gr. 8°. 1882—88. Mit Portrat in Stahlsticli 

und 8 litli. Tafeln. J(, 40. 

Seiner Zeit in selbstandigen Broschuren, Oder in verschiedenen Zeit- 
sehriften veroffentlicbt, ist ein grosser Teil der hier wieder herausgegebenen 
Abhandlungen gar nicht mehr oder doch nur nnter besonderen Schwierig- 
keiten zuganglich gewesen. — In Anbetracht ihrer Wichtigkeit konnte 
daher eine nochmalige Herausgabe in gleiclimassiger moderner Ausstat- 
tung als Bedurfnis betrachtet werden und die giinstige Aufnahme, welche 
dieselbe bei dem wissenschaftlieben Publikum fand, hat diese Annahme 
vollauf gerechtfertigt. 

In dieser neuen Gesamtausgabe sind uberall die Seitenzahlen des 
Originaldrucka am Bande angegeben, so dass Citate nach letzterem auch 
in der neuen Ausgabe nachgeschlagen werden konnen. 

Jeder der beiden Bande wird allein abgegeben, dagegen konnen 
einzelne Abhandlungen oder Gruppen derselben nicht geliefert werden. 

Erster Band. 

VIII, 938 Seit. gr. 8° mit Portrat und 3 lithogr. Tafeln. Ji 20.— 
I n h a 1 1 : 

Zur Lehre von der Enei'gie: Bericht iiber die Theorie der phy- 
siologischen W&rmeerscheinungen fur 1845. — Uber die Erhaltung der 
Kraft. 1847. — Erwiderung auf die Bemerkungen von Hrn. Clausius. 
1854. — Uber Eigenschaften des Eises. 1865. — Hydrodynamik: Uber 
Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewe- 

f ungen entsprechen. 1858. — Sur le mouvement le plus gdndral d’un 
uide. 1868. — Sur le mouvement des fluides. — Rdponse a la note de 
M. S. Bertrand. 1868. — Uber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen. 
1868. — Uber ein Theorem, geometrisch ahnlicbe Bewegungen niissiger 
Korper betreffend , f nebst Anwendung auf das Problem, Luftballons zu 
lenken. 1873. — Uber Beibung tropf barer Plussigkeiten. 1860. — Zur 
Theorie der station&ren Strome in reibenden Plussigkeiten. 1869. — 
Seliallbewegung : Bericht iiber die tbeoretiscbe Akustik betreffenden 
Arbeiten im Jahre 1848 und 1849. — Uber Kombinationstone. 1856. — 
Theorie der Luftschwingungen in Bohren mit offenen Enden. 1859. — 
Uber den Einfluss der Beibung in der Luft auf die Schallbewegung. 1863. 
— Zur Theorie der Zungenpfeifen. 1861. — Uber die Vokale. 1857. — 
Uber die Klangfarbe der Vokale. 1859. — Uber Klangfarben. 1860. — 
Uber die Bewegung der Violinsaiten. 1860. — Uber musikalische Tempe- 
ratur. 1860. v — Uber die arabiscb-persiscbe Tonleiter. 1862. — Elektro- 
dynamik: Uber die Dauer und den Verlauf der durcb Stromesschwan- 
kungen induzierten Strome. 1851. — Telephon und Klangfarbe. 1878. — 
Uber einige Gesetze der Verteilung elektrischer Strome in korperlichen 
Leitern mit Anwendung auf die tieriseh-elektrischen Versucbe. 1853. — 
Uber eine allgemeine Transformationsmethode der Probleme iiber elek- 
triscbe Verteilung. 1862. — Uber die pbysiologiscbe Wirkung kurz- 
dauemder elektrischer SchlSge im lnnern von ausgedebnten leitenden 
Massen. 1869. — Uber elektriscbe Oscillationen. 1869. — Uber die Ge- 
setze der inkonstanten elektriscben Strome in korperlicb ausgedebnten 
Leitern. 1870. — Uber die Theorie der Elektrodynamik. I. Abhandl.: 
Uber die Bewegungsgleichungen der Elektrizitat fiir ruhende leitende 
Korper. 1870. — Uber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektro- 
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dynamiscben Wirkungen. 1871. — tiber die Theorie der Elektrodynamik: 
Yorlaufiger Bericht. 1872. — Uber die Theorie der Elektrodynamik. 
II. Abhandl. : Kritisehes. 1873. — Yergleich des Amp&re’schen und Neu- 
mann’schen Gesetzes fur die elektro-dynamischen Krafte. 1873. — Uber 
die Theorie der Elektrodynamik. III. Abhandl. : Die elektro-dynamischen 
Krafte in bewegten Leitern. 1874. — Kritisehes zur Elektrodynamik. 
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induzierten elektromotoriseben Krafte. 1875. — Bericht betreffend ver- 
suehe uber die elektromagnetische Wirkung elektrischer Konvection, aus- 
gefiihrt von Hrn. Henry A. Howland. 1876. — Uber die auf das Innere 
magnetisch oder dielektrisch polarisierter Korper wirkenden Krafte. 1881. 

— Galvaiiismus : Ueber galvanische Polarisation in gasfreien Fliissig- 
keiten. 1873. — Bericht uber Yersuche des Hrn. Dr. Root aus Boston: 
Die Durchdringung des Platins mit elektrolyt. Gasen betr. 1876. — Uber 
galvanische Strome, verursacht durch Konzentrationsunterschiede ; Folge- 
rungen aus der mechanischen Warmetheorie. 1877. — Studien uber elek- 
trische Grenzschichten. 1879. — Uber Bewegungsstrome am polarisierten 
Platina. 1880. — Eine elektro-dynamische Wage. 1881. , Uber gal- 
vanische Polarisation des Quecksilbers. 1881. 

Zweiter Band. 

YI, 1021 Seit. gr. 8° m. Holzschnitten u. 5 lith. Tafeln. Ji 20. — 
I n h a 1 1 : 

Physikalisehe Optik: Uber die Theorie der zusammengesetzten 
Farben. 1852. — Uber Hrn. D. Brewster’s neue Analyse des Sonnen- 
lichtes. 1852. — Uber die Zusammensetzung von Spektralfarben. 1855. 

— Uber die Empfindlichkeit der menschlichen Netzhaut fur die brech- 
barsten Strahlen des Sonnenlichtes. 1855. — Uber die Messung der 
Wellenlange des ultravioletten Lichtes, von E. Esselbach. 1855. — Mathe- 
matisch-physikalisclie Exkurse. 1867. — Uber die Grenzen der Leistungs- 
fahigkeit der Mikroskope. 1873. — Die theoretische Greuze fur die 
Leistungsfahigkeit der Mikroskope. 1874. — Zur Theorie der anomalen 
Dispersion. 1874. — Physiol ogiseke Optik : Beschreibung eines 
Augenspiegels zur Untersucbung der Netzhaut im lebenden Auge. 1851. — 
Uber eine neue einfachste Form des Augenspiegels. 1852. — fiber eine 
bisher unbekannte Yeranderung am mensclilicben Auge .bei veranderter 
Akkomodation. 1853. — Uber die Akkomodation des Auges. 1856. — 
Uber Farbenblindheit. 1859. — tiber die Kontrasterscheinungen im Auge. 
1860. — Uber die Bewegungen des mensclilicben Auges. 1863. — fiber 
die normalen Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — tiber die 
Form des Horopters, mathematisch bestimmt. 1862. — tiber den Horopter. 
1864. — Bemerkung uber die Form des Horopters. 1864. — Uber den 
Einfluss der Raddrehung der Augen auf die Projektion der Retinalbilder 
nach aussen. 1864 — Das Telestereoskop. 1857. — tiber stereoskopisches 
Sehen. 1865. — tiber die Bedeutung der Konvergenzstellung der Augen 
fin* die Beurteilung des Abstandes binocular gesehener Objekte. 1878. — 
Physiologische Akustik: tiber dieMechanik der Geborknocbelchen. 1867. 

— Die Mechanik der Gehorknochelchen und des Trommelfelles. 1869. — 
tiber die Schallschwingungen in der Sehnecke des Ohres. 1869. 
Erkenntnistheorie : tiber die Natur der menseblieben Sinnesempfindungen. 
1852. — tiber die thatsachlicben Grundlagen der Geometrie. 1866. — 
tiber die Thatsaehen, die der Geometrie zum Grunde liegen. 1868. — 
tiber den Ursprang und Sinn der geometrischen Satze. 1878. — Phy- 
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physiologisch. 1845. — Uber das Wesen der Faulnis und Garung. 1843. 

— Uber den Stoffverbrauch bei der Muskelaktion. 1845. — Uber die 
W armeentwickelung bei der Muskelaktion. 1847. — Messungen liber den 
zeitlichen Yerlauf der Zuckung animaliscber Muskeln und die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Eeizung in den Nerven. 1850. — Messungen 
fiber Fortpflanzungsgeschwincligkeit der Eeizung in den Nerven. Zweite 
Eeihe. 1852. — Uber dm Methoden, kleinste Zeitteile zu messen, und 
ibre Anwendung far physiologische Zwecke. 1850. — Uber die Geschwin- 
digkeit einiger Vorgange in Muskeln und Nerven. 1855. — Die Eesul- 
tate der neueren Forsehungen uber tierisclie Elektrizitat. 1852. — Yer- 
sucbe fiber das Muskelgerausch. 1864. — Uber den Muskelton. 1866. 

— Mitteilungen, betreffend Yersucbe fiber die Fortpflanzungsgescbwindig- 
keit der Eeizung in den motorischen Nerven des Menschen. 1867. — 
Neue Yei’suche fiber denselben Gegenstand. 1870. — Uber die Zeit, 
welche notig ist, damit ein Gesicbtseindruck zum Bewusstsein kommt. 
1871. — Uber die Bewegungen des Brustkastens. 1856. — Die Wir- 
kungen der Muskeln des Armes. 1856. — Nachtrag* neuester Abband- 
lungen: Die Thermodynamik cbemiscber Vorgange. 1882. — Zur Thermo- 
dynamik cbemiscber Vorgange. 1882. — Uber absolute Massysteme fur 
elektriscbe und magnetiscbe Grossen. 1882. 
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Wiederabdruck der seit 1845 an verscbiedenen Orten veroffentlichten Ar- 
beiten. Dieselben sind nacb verwandtem Inbalt geordnet und nachstebend 
verzeichnet: 

Uber den Durchgang eines elektriscben Stromes durcb eine Ebene, 
insbesondere durcb eine kreisformige. 1845. — Nachtrag zu dem vorigen 
Aufsatze. 1846. — Uber die Auflosung der Gleichungen, auf welche 
man bei- der Untersuchung der linearen Yerteilung galvanischer Strome 
geffibrt wird. 1847. — Uber die Anwendbarkeit der Formeln fur die 
Intensitaten der galvanischen Strome in einem Systeme linearer Leiter 
auf Systeme, die zum Teil aus nicbt linearen Leitern besteben. 1848. 

— Uber eine Ableitung der Ohm’schen G-esetze, .welche sich an die 
Theorie der Mektrostatik anscbliesst. 1849. — Uber die stationaren 
elektriscben Stromungen in einer gekrfimmten leitenden Flache. 1875. 

— Uber die Messung elektrischer Leitungsfahigkeiten. 1880. — Uber 
die Yerteilung der Elektrizitat auf zwei leitenden Kugeln. 1861. — 
Zur Tbeorie des Kondensators. 1877. — Bestimmung der Konstanten, 
von jwelcher die Intensitat induzierter elektrischer Strome abhangt. 1849. 

— Uber die Bewegung der Elektrizitat in Drahten. 1857. — Uber 
die Bewegung der Elektrizitat in Leitern. 1857. — Zur Tbeorie der 
Entladung einer Leydener Flasche. 1864. — Zur Tbeorie der Bewegung 
der Elektrizitat in unterseeischen oder unterirdischen Telegraphendrabten. 
1877. — Uber den induzierten Magnetismus eines unbegrenzten Cylin- 
ders von weichem Eisen. 1853. — Zur Theorie des in einem Eisen- 
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korper induzierten Magnetismus. 1870. — Uber das Gleiehgewieht und 
die Bewegung einer elastiscben Seheibe. 1850. — Uber die Schwin- 
gungen einer kreisformigen elastischen Seheibe. 1850. ~ ~ Uber das 
Gleiehgewieht und die Bewegung eines unendlicli duniien elastischen 
Stabes. 1858. — Uber das Verhaltnis der Querkontraktipn zur Langen- 
dilatation bei Staben von federhartem Stahl. 1859. — Uber die Trans- 
versalschwingungen eines Stabes von veranderlichem Querschnitt. 1879. 
— Uber die Reflexion und Breckung des Lichts an der Grenzc kry- 
stallinischer Mittel. 1876. — Uber die Bewegung eines Rotationskorpers 
in einer Fliissigkeit 1869. — Uber die Krafte, welclie zwei unendlicli 
diinne, starre Ringe in einer Fliissigkeit scheinbar auf einander ausiiben 

konnen. 1869. — Zur Theorie freier Flussigkeitsstrahlen. 1869. 

Uber stehende Schwingungen einer schweren Fliissigkeit. 1879. Vcr- 
suche iiber stehende Schwingungen des Wassers. 1880. — Uber einen 
Satz der mechanischen Warmetheorie und einige Anwendungen dnsselbon. 
1858. — Bemerkung iiber die Spannung des Wasserdampfes bei Tem- 
peraturen, die dem Eispunkte nahe sirid. 1858. — Uber die Spannung 
des Dampfes von Mischungen aus Wasser und Schwefelsiiure. 1858. — 
Uber die Leitungsfahigkeit des Eisens fur die Warme. 1879. — Uber 
den F in B uss der Warmeleitung in einem G-ase auf die Schallbewegung. 
1868. — Uber den Winkel der optischen Axen des Aragonite fiir die 
versehiedenen Fraunhofer’schen Linien. 1859. — Uber die Fraun- 
hofer schen Linien. 1859. Uber den Zusammenhang zwischen Emis- 
sion und Absorption von Licht und Warme. 1859. — - Uber das Ver- 
haltnis zwischen dem Emissionsvermdgen und dem Absorptionsvermdgcn 
der Korper fur Warme und Licht. 1862. — Chemisehe Analyse durch 
Spektralbeobachtungen. 1860. — Zur Gesehichte der Spektral- Analyse 
und der Analyse der Sonnenatmosphare. 1862. 
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Inhalt: 

Ueber die Leitungsfahigkeit der Metalle fiir Warme und Elcktrizitafc 
von G. Kirchhoff und G. Hansemann. 1881. — Bemerkungcn zu than 
Aufsatze des Hrn. Yoigt „zur Theorie des leuchtenden Punkts“. 1882. -- 
Zur Theorie der Lichtstralilen. 1882. — Uber die elektrischen Stro- 
mungen in einem Kreiscylinder. 1883. — Uber die Diffusion von Gasen 
durch eine porose Wand von G. Hansemann. 1884. — Zur Theorie der 
Diffusion von Gasen durch eine porose Wand. 1884. ■— Uber die Form- 
anderung, die ein fester elastischer Korper erfahrt, wenn er magnetisch 
oder dielektrisch polarisiert wird. 1884. — fiber einige Anwendungen 
der Theorie der Formanderung, welche ein Korper erfahrt, wenn er 
magnetisch oder diglektrisch polarisiert wird. 1884. — Zur Theorie der 
Gleichgewiehtsverteilung der Elektrizitat auf zwei leitenden Kugeln. 1885. 
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Vorwort. 


)y War es ein Qott, der diese Zeichen schrieb, 

Die mit geheimnissvoll verborg’nem Tried 
Die Kr'dfte der N’atur um mich enthiillen 
Und mir das Herz mit stiller Freude fU.llen“ 

Yon den zahlreichen , wohlwollenden Kritiken und auf- 
munternden Bemerkungen iiber den I. Theil dieser Yorlesungen 
war mir die werthyollste, weil kurzeste die eines lieben Freundes, 
welche einfach sagte: „Theuer finde ich das Buch“. Ich babe 
dessbalb bier im II. Tbeile all den Schmuck, mit welcbem die 
Englander solcbe Biicher zu zieren lieben (Marginalien, Figuren- 
tafeln etc.) weggelassen: dazu sind wir Deutsche zu arm. 
Nnr das Motto habe icb nocb beibehalten, das kostet ja nicbts. 
Freilich habe icb es nicbt nacb engliscber Sitte dem klassi- 
scben Altertbume entnommen, sondern einem deutscben Dicbter 
(da sind wir wieder reicb) und zwar abermals unserem Alt- 
meister; warum wusste der aucb alles so uniibertrefflich zu 
sagen und zwar nicht nur, was ihm bekannt war, sondern 
aucb das, wovon er selbst keine Abnung batte. 

In der That, obiges Motto spricbt meine Ansicbt iiber 
Maxwell’s Tbeorie der Elektricitat und des Magnetismus 
aus. Beziiglich des Inhaltes werde icb beute wobl kaum nocb 
auf Widerspruch stossen. Aber die Form der Darstellung bei 
Maxwell finden viele nocb dunkel und inconsequent; icb 
glaube hauptsachlich solcbe, welche dessen Theorie nur aus 
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dem Treatise kennen. Dort ist (vielleicht gerade durch das Be- 
streben, verstandlich zu werden) vielfacb die alte Tbeorie mit 
der neuen vermischt, und ich wiirde jedem empfehlen, sammt- 
liche Abbandlungen Maxwell’s in der Reihenfolge, wie sie 
erschienen sind, zu lesen. Ich glaube kaum, dass er dann 
noch oft im Zweifel sein wird, was jedesmal unter Elektricitat, 
dielektrischer Yerschiebung etc. zu verstehen ist, oder gar 
glauben wiirde, dass Maxwell von der Annahme unvermittelter 
Fernkraffce ausgehend zu seinen Formeln gelangte. 

Bei der Fiille des neuen, was Maxwell ausser seinen 
allgemeinen Gleichungen noch in so kurzer Zeit brachte (Licht- 
theorie, Anwendung der Lagrange-Hamilton’schen Methode 
auf theilweise unbekannte Bewegungen, Einfuhrung von Co- 
ordinaten, von denen bloss die Ableitungen nach der Zeit im 
Ausdrucke fur Energie vorkommen, mechanische Analogien 
aller Art etc.), konnen wir wohl eine so systematische Aus- 
bildung jedes neuen Gedankens, wie sie die spatern Jahrzehnte 
brachten, in seinen ersten Abhandlungen nicht verlangen, ja 
freuen wir uns, dass Maxwell uberhaupt noch einiges zu 
thun iibrig liess. So betone ich nochmals, dass ich fur meine 
Person durchaus nur als Interpret Maxwell’s gelten will. Ich 
babe auch die Buchstaben Maxwell’s wieder beibehalten; ich 
kann mir einfach die elektrischen Krafte gar nicht anders als 
mit P, Q, B , die magnetischen nicht anders als mit a , /?, y etc. 
bezeichnet vorstellen. Aber nicht desshalb, sondern aus reinen 
Zweckmassigkeitsgriinden wiederhole ich die Bitte, man moge 
hierin meinem Beispiele folgen. Da es der Mehrzahl der 
Leser bequemer zu sein scheint, habe ich hier im II. Theile 
ein bestimmtes Maasssystem eingefuhrt; daher erscheint in 
den Gleichungen explicit und die Constanten konnen nicht 
mehr genau unter die Form der allgemeinen Maxwell’ schen 
Constanten K, L und fx gebracht werden. 

Der hier vorliegende II. Theil hat hauptsachlich den 
Zweck, den alten Vorstellungen ihren Platz in derMaxwell’- 
schen Theorie anzuweisen. Gerade so, wie in der Undulations- 
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theorie den Licbtstrahlen und andern Begriffen der Emanations- 
theorie, so kommt namlich auch in der Maxwell’schen 
Theorie den alten Yorstellungen der Fernwirkungslehre eine 
bestimmte Bedentung zn. Diese scharf abzugrenzen, diirfte 
gerade sehr viel zum richtigen Verstandnisse beider beitragen. 

Ausserdem war nocb einiges beziiglicb der Ableitung der 
Q-rundgleicbungen nacbzntragen. J ) Mein Ideal, alle speciellen 
Beispiele so ausfuhrlieh wie in der alten Theorie zu bebandeln 
und dadurch das Studium der alten Lehrbiicher gewisser- 
maassen iiberfliissig zu macben, babe icb, wie zu erwarten 
stand, freilich nocb nicht erreicbt; das bleibt also noch der 
Zukunft vorbehalten. Der I. Anbang enthalt eine Erganzung 
der Literaturiibersicht durch die seitber erschienenen, tbeil- 
weise aucb durch altere vergessene Abbandlungen, der II. eine 
Zusammenstellung aller numerirten Formeln unter Beifiigung 
der Seitenzahl bebufs Erleichterung ibrer Auffindung. 

Icb babe nocb die Pflicht, meinem Assistenten, Herrn 
Ignaz Schiitz, fiir die Dienste, die er mir bei der Correctur, 
Zusammenstellung der Literaturiibersicht und nocb sonst viel- 
facb geleistet hat, meinen warmsten Dank auszusprecben. 

Zum Schluss kann icb nur mit den Worten Maxwell 
wiinschen, es moge aucb durch dies Werkchen mancber Leser 
im Studium der Elektricitatstheorie eber gefordert als gehin- 
dert werden! 

Miincben, im Juli 1893. 

Ludwig Boltzmann. 


x ) Vgl* v. Helmholtz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der 
Elektrodynamik. Berl. Akad. 12. Mai 1892. Wied. Ann. 47. p. 1. 1892. 
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Erste Yorlesung. 


§ 1. Mechanische Grundlage. 

Obwohl fast die Halfte des ersten Theiles dieser Yor- 
lesungen der Ableitung der Grundgleichungen Maxwell’s fur 
den Elektromagnetismus gewidmet war, so wollen wir doch 
zunacbst, um das Yerstandniss des vorliegenden zweiten Theiles 
von dem des ersten vollkommen unabhangig zu machen, diese 
Gleicbungen hier nochmals auf einem anderen.Wege ableiten, 
der zwar in der Idee mit dem im ersten Theile eingeschlagenen 
eine gewisse Yerwandtschaft bat 7 aber doch so weit davon ab- 
weicht, dass er mir ein selbstandiges Interesse beanspmchen 
zu konnen scheint. 

Wir gehen von der Hypothese aus 7 dass die elektrisctien 
nnd magnetischen Wirkungen durch ein Medium yermittelt 
werden 7 welches den sogenannten leeren Raum 7 sowie alle 
ponderablen Xorper durchdringt. Dnrch die Anwesenheit 
letzterer wird es jedoch in seinen Eigenschaften modificirt. 
Wir wollen dieses Medium Kiirze halber den Aether nennen. 

Jede Eernwirkung auf messbare Distanz schliessen wir 
aus. Die Yeranderung des Zustandes irgend eines Yolum- 
elementes wahrend irgend eines Zeitelementes soil lediglich 
bedingt sein durch die Zustande, welche zu Anfang dieses 
Zeitelementes in der unmittelbaren Umgebung dieses Yolum- 
elementes geherrscht haben. Da es leider noch nicht gelungen 
ist 7 die Art und Weise dieser Wirkung you Element zu Ele- 
ment Yollkommen befriedigend mechanisch zu erklaren, so 
miissenwir uns mit Vorstellungen Yon einer gewissen AUgemein- 
heit und Unbestimmtheit begniigen. 

Wir nehmen an, dass in jedem Yolumelemente eine Be- 
wegung moglich ist 7 deren Natur uns unbekannt ist. Wir 

Boltzmann, Vorlesungen, IX. I 
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setzen nur voraus, dass die durch diese Bewegung erzeugte 
Verschiebung in drei Componenten F, G, H nach den drei 
rechtwinkligen Coordinatenrichtungen zerlegt werden kann, 
genau so, wie die geradlinige Verschiebung eines materieUen 
Punktes oder wie die unendlich kleine Drehung eines starren 
Korpers. Wir konnen also die Verschiebung geometrisch dar- 
stellen durch eine in Lange und Richtung hestimmte Gerade 
(einen Vektor), welche auf die drei Coordinatenaxen die Pro- 
jektionen F, G und if hat und daher einfach der Vektor {F, 
G, if) heissen soli. 

Wir nennen nach Faraday diesen Vektor den elektro- 
tonischen Zustand oder tonischen Zustand, oder noch kiirzer 
Tonus des betreffenden Volumelementes und F, G, H dessen 
Componenten, ohne natiirlich mit dieser Wortbildung irgend 
eine speciellere Vorstellung verkniipfen zu wollen. 

Wir hezeichnen ferner die Geschwindigkeiten, mit welchen 
sich die drei Componenten des Vektors andern (die tonischen 
Geschwindigkeitscomponenten) mit P, Q, B; setzen also: 


!) *= 4 ?- 

Siehe Maxwell scient. pap. vol. I, pag. 476. Spater, scient. 
pap. vol. I, pag. 555, treat. II, pag. 223, art. 599, schreibt 
dieser P=z—dFjdt Ich acceptire hier die erste Fest- 
setzung, damit beine Zweifel liber das Vorzeichen Platz greifen 
konnen, wo you Wachsthum oder Abnahme der tonischen Ge- 
schwindigkeitscomponenten, also Yon Beschleunigung oder Ver- 
zogerung der tonischen Bewegung die Rede sein wird. 

Ferner hezeichnen wir mit Tdr die im Yolumelemente dr 
enthaltene lebendige Kraft dieser Bewegung (der tonischen Be- 
wegung). Dann sei in einem isotropen Korper: 


A*) r = ^(P 2 + O a + js 2 ), 


wobei die GrosseZ im Innern Yerschiedener Korper verschiedene 
Werthe haben kann, aber durch die tonische Bewegung selbst 
nicht verandert werden soil. 1 ) 


x ) In einem anisotropen Korper soli sogar K fur verschiedene Rich- 
tungen verschieden sein konnen, so dass man das Coordinatensystem 
immer so wahlen kann, dass 

T = (K x P 2 + K 2 Q* + JT, P 2 ) / 8 


wird. 
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T noimon wir die toniwche lobondige Kraft dor Volum- 
einhoit odor die Diehte dor kinotiHclion Energie der tonischen 
Bewogung; 

K dF K dO K tin 
•1 n d t ’ 4 it dt ’ 4 a d t ’ 

sind also dio anf dio Volnmeinheit hezogeneu Momente der 
toniachon Bowoguag, woloho Maxwell mit f, g, h bezeichnet. 
Deraolbo setzt also: 


a) 


f . >< d X K d (l . _ K d H 

1 4a dl ' ■> ' 4a dt ' ~ 4a dt 


Ausaordom aollcn dor oloktrotoniachon Verschiebung gewisse 
Kritl'to ontgogonwirken, wolo.ho wir dio tonischen Kriifto nounen, 
so dass dio Morstollung doanolbon im Volumelomente dr eine 
Arboitaloiatuug / d r bodingt. / wird dann als die Diohte der 
potentiollon toniachon Enorgio bozoichnot werden kdnnon. 

Wilron F, (!, II dio Vorsoluobungacoinpononton cities 
Thoilchous oinos gowdhn lichen olastiachen Kdrpers, so wiire V 
eine homogono Funktion zwoiten Grades der Differential- 
quotionten dioser GrOaaon nach den Goordinaten. Dioa soil 
auch fUr don Aether gel ton; alter die Funktion zweiten Grades 
soil oino otwas andoro Form habon als bei elastischen Korpom; 
es soil nilmlich soin: 


3) A - - 

woboi 


d 11 __ d a f _ dF _ d 
d if d \ ’ d \ d x 


dQ 
d x 


d F 
dy 


b 


ini v iHt oino Oonsfcante des Kttrpors. Kb Bind also a t b, r 
dio (Jompommton dosjonigen Yektors, welchon dio KngUinder 
das Curl dew Yektors (F, O, //), also des tonischen Vektors, 
nennon. 

So einfaeh tmd imholiegond dieso Annahme 1st, bo ist es 
dooh nioht ganz leieht, «ich oino bestimmte mechaniBche Yor- 
stellung davon zit machen. Wttrden wir unter (}, .// einfaeh 
die Vorschiabungcn (*inos Aothertheilchens nach den drei Co- 
ordinatenriohtungon vorstohen, bo dass also der Tonus flir den 
Aether dasselbo wiire, was die in dor ElasticitEtslehre be- 
traehteton olastisehcm VorHchiebungen flir einen gewdhnlichen 
fasten Kdrper sind, so wiire K j An einfaeh die Dichte des Aethers; 

l* 
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a l) 7 c abor wiiren die doppelten Drehungeu eines Volum- 
olomentes desselben umdroi den ( ■oordinatenaxen paralleh* A \en 
untl wir mussten /air Krkliirung dor (Ueiehungen B mmehmen, 
dass sieh judcr soldier Verdrehung eine dem l>»vhung.s\vmkel 
proportional© Kraft entgogensei/t. Wir bekiimeii nUu Lord 
Kelvin’s quasirigidon Aether. 1 ) 

Alltun dies wiirdo vorsdiiedene Unzukuiundiehkeiten aneh 
sieh ziohem Krstens mttssto, wit* sieh aus dem spiiteru er- 
geben wird, an alien Stellen, wn sieh wahre Elektrieitiit bmlndet, 
Aether in die Welt ein- odor aus dersolben ausstrbmen, /whitens 
wurtle, sobald 

ill' tlQ d I* 
d ,r ~ {> da { d\ 

von Null versehioden ist, A dureh tlio tuniseln* Bewegung ver- 
andtn't werden. Wfmle man aber A als unwramlrrtirh he- 
traehten , so ware winder die Hntwieklung freier KlektrieitiU 
nur schwierig zu erklanui, (Ktwa dadurdt, duss <lie AnweMUt- 
heit der KbrpennolekUle unter gewissen UmsUimleu ttie <*<m- 
stanz von K aufhobe.) Man milssto daim uttdu wenn der Aether 
incomprossibel, daher dessen Bidite A f 1 ,t an alien Stellen un- 
verilndorlich vorausgesetzt wtlrde, /urn Humiitou*srhen Prin- 
cipe noch die Bodingung <i(d x dt/d:) 0 hinzufllgem was danu 
Gliedor iiolbrn wUrdo, die dem Ihuiekr in ineompressildnn 
Elussigkeiton entspradion und die die Max well’sehe Theorie 
nicht kennt. 

Derartige (Binder linden sieh freiiieh in der v. H elm 1ml t/’- 
schen Theorie der Elektrodyimiuik. Alleiu es i>l mir da imeh 
nicht golungen, die moehanisdie Bedeitltmg der v, Iielmh«*lt 
sch on Gloiehungen 2 ) fiir ulle Wort he der duriu vorkmumeuden 
Constanten klarzustellen. 

Nicht etwa, als oh ieh priitemliren wi’mle, hiermit die wahre 
Natur der tonisehen Bewegung get rn Hen m huhon, will ieh 
(loch, urn dor Eiubildungskruft gewisse Anlmltspunkte m golem, 
einige fitichtigo Andeutungen einsehaiten, welehe nuf nine ife« 
wegungsart hinweison, die ganz den (jharnkfer der elektro- 
tonischen besitzt 

S©i in jedora Volumelemente ein Kern imthaltcm, h\ ft\ // 

l ) VgL Thomson, math, and jihyn, pap. Ill, p, 442 , 

8 ) WiHSonsehaftlicho Abh&ndlungen. Band I, H, ceil. 
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seien die gesammten Drehungswinkel, urn welche dieser Kern 
zu irgend einer Zeit tnm drei den Coordinatenrichtungen parallele 
Axen gedreht worden ist. Dann miisste unter KdrjAn das 
Tragheitsmoment dieses Kerns beziiglich einer durch sein Cen- 
trum gehenden Axe, unter P, Q, JR die Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit seiner augenblieklichen Drebung verstanden 
werden, so dass 

^(PS+^ + P*) 

seine lebendige Kraft ware, und es ware far anisotrope Korper 
aucli eine Verschiedenheit des Tragheitsmoments beziiglich 
verschiedener Axen vorstellbar. 

Grossere Schwierigkeiten bereitet die Deutung des Aus- 
drucks 3. Da miissen wir, zu einer alten Maxwell’schen 
Idee zuriickgreifend, annehmen, dasszwiscben je zwei rotirenden 
Kernen Partikelchen eingestreut sind, die wie Friktionsrollen 
in die Drehung beider eingreifen. Die durcliscbnittliche Yer- 
schiebung aller dieser Partikelchen in der #-Richtung ist dann 
a proportional, und man muss annehmen, dass durch sie eine 
derGrosse dieser durchschnittlichen Verschiebung proportionals 
Kraft geweckt wird, sodass die durch die Yerschiebung dieser 
Partikelchen geleistete Arbeit proportional a 2 , resp. b 2 oder c 2 
ist. Wie gezwungen auch die Yorstellung solcher Friktions- 
rollen sein mag, so zeigt sie doch, dass eineBewegungmechanisch 
denkbar ist, welcher alle Eigenschaften zukommen, die wir der 
tonischen Bewegung zugeschrieben baben. Jede derartige zur 
Versinnlichung des Tonus aufgestellte Hypothese wollen wir 
als mechanische Analogie bezeichnen. 

Ich bemerke noch, dass die Drehungswinkel F, G } H aus 
zwei Summanden bestehen konnen, F v G v II X und F 2 , G v II v 
yon denen die ersteren die Bedingungen 

dll d G t dJP\ ___ dll ± d_G L = dF 1 
dy dx 7 d% ~~ dx 7 dx dy 

erftillen und beliebig gross werden konnen; die letzteren Sum- 
manden aber, welche diese Bedingungen nicht erflillen, miissen 
sehr klein bleiben, da sonst F, wenn es schon fur kleine a, £, c 
endlich ist, enorm wachsen wurde. 

Es hat die zuletzt vorgetragene Anschauung eine gewisse 
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Aehnlichkeit mit einer alten Theorie Hank el’s 1 ) mid einer 
Hypothese Sommerfeld’s 2 ); dock nimmt letzterer keine Frik- 
tionsmolekule an und verfallt so wieder inneueSckwierigkeiten. 3 ) 
Die kier vorgetragene Ansckauung ist in aknlicher Weise eine 
Umkekrungder erstenMaxwell’schen Tlieorie, wie die Sommer- 
feld’sche eine Umkekrung der Thomson ’schen Tlieorie des 
qnasirigiden Aethers ist. 

Es ist moglick, dass ganz andere Bewegungen, z. B. 
sckwingende oder unregelmassig zickzackformige, wie bei Gas- 
molekiilen im Mittel wieder auf dieselben Gleichungen fiihren 
wtirden. Da aber ihre Bekandlung viel verwickelter ware und 
dock kein bestimmter Anhaltspunkt fur irgend eine specielle 
Wahl vorliegt, so will ick kierauf nickt weiter eingehen, be- 
sckranke mick yielmekr auf die Verfolgung der weiteren Con- 
sequenzen der oben angegebenen allgem einen Eigenschaften 
des Tonus. 

Wenn wir eine bestimmte meckaniscke Analogie zu Grande 
legen, so konnen wir alle Grossen in den iknen gemass dieser 
Analogie natiirlick zukommenden mechanischen Maassen (den 
nattirlicken Maassen) gemessen denken. Dies wollen wir in 
dieser Vorlesung immer thun und es dadurch zmn Ausdruck 
bringen, dass wir in den Scklussgleichungen denjenigen Grossen, 
fur welche wir spater andere Maasse benutzen werden, den 
Index n beifugen. So schreiben wir die Gleickung A* lieber 
in der Form: 

An) T=-£ n (P n * + Q n * + lf n *), 

lediglick um anzudeuten, dass kier P, Q , II in ikren natttr- 
lichen Maassen gemessen zu denken sind. Audi in alien an- 
deren Gleichungen dieser Vorlesung denken wir uns dasselbe 
Maass angewendet, wenn wir auck den Index Kiirze halber 
nicht immer beifiigen. 

Ferner empfiehlt es sick, statt v die Grosse 

i __ 

4 Tt V ^ 

x ) Hank el, Pogg. Aim. 126, S. 440, 1865; 181, S. 607, 1867; vergh 
auck Helm, Wied. Ann. 47, S. 743, 1892. 

2 ) Sommerfeld, Wied. Ann. Bd. 46, S. 139, 1892; Eeiff, Elasti- 
city und Elektricit&t, Freiburg, akad. Verlag, 1893. 

8 ) Wied. Ann. Bd. 48, S. 95, 1893. 
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und atatt a, h, <• die Qroasen: 

a — 4 jr v a = a , 8 — 4 jr v b = --- , y = 4jrvc = — 

i“ y ft 

einzul'iihron, so dasBwir statt der Gleicliungen 3 und 4 erhalten: 
/• - '* 


Bn) 

5 n) /i. a u 


8 ,, + fin + Tn) , 


<> »n 

d y 


da 

dx 




</ //’ 

4 n 

d % 


dir 


P 7n 1 


fif 05 


^2/ 


§. ‘2. Abloitung dor Grundgleichungen. 

Da vvir lobondigo Kraft und Arbeit kennon, so konnen wir 
die Kriifto, woloho J<\ </, 11 zu boschlounigen , resp. P, Q, 11 
zu verinehron strobon, naob dem Hamilton ’schen Principe 
linden, indem wir sotzon: 


(!) 4 7t ff dt dr (,)' T - <)' V) » 0 . 

Subatituiron wir in Gleichung (5 fttr .7' und V ihre Worth e 
und sotzon <1 x <1 x dy <1 z, so folgt: 


d tdx dy dz 


K[P 


d 8 F 
dt 




+ E 


ddH 

. ~ ... 


/ (18 It _ 

d 8 (I \ 

o(d8F 

dSlJ\ 

(d8 0 

d 6 .F\ 

\ d y 

d% ) 

P[ <U 

dx ) 

-r[ d* “ 

dy l 


0. 


Wir habon bier diojenigon Glioder, wolebe nach der Zeit 
differenzirto Variationon entbalten, partioll nach dieser, jene 
aber, woloho nach den Ooordinateu differenzirte Variationen 
entbalten, partioll nach jonen zu differenziren. Die Grenzen 
fttr die Zeit, sowio die Wortho der Variablen im Anfangs- 
und Kndzustande Bind in dor Hamilton’schen Gleichung alle- 
mal als constant zu betrachten, daher vorschwinden bei par- 
tieller Integration nach der Zeit die von dieaen Grenzwerthen 
herrlihmulen Glioder. Boi partioller Integration nach den 
Coordinaten aber rnttssen wir die Grenzbedingungen bertick- 
sichtigon, welche fttr die Oborflaohe der Korper gelten. Da wir 
aucb den sogenannten leoron Baum mit Aether orMlt denken, 
so werdon dioHo OborHilchen iinmcr als Trenmingsflilchen zweier 
verschiedenor Medion, reap, als Trennungsfl&ehen zweier Aether- 
masBen von verschiedener Boschatfenhoit zu denken sein. Wir 
haben keine bestimmte mechanische Vorstellung zu Grunde 
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gelegt, dnher wird audi das Problem dor Auffindung dinner 
Grenzbedingungon kein eindeutig bestimmtes sein, wonu wir 
die Grenzfliidion als mathematisdie Fladien donken, in denon 
zwei vollkonmum versohiedene Modien aneinaiiderstosscn. Dio 
Aufstollung diesor Grenzbedingungon wftrde (burn none An- 
nahmon erfordern, in denon winder manches Wiilkii rlicho nidit 
zu vormeidon wlire. 

Wir wollcm da die ninfaehste Annahmo imielum, von wel- 
ch or sdion M ax w o i l ausging, tmd weldie von v. 11 o 1 m It o 1 tz und 
Hertz welter ausgobildet wurde. l ) 

Wir kdnncm uim jedenfalls zwei ganz versdiiedene Kbrper 
denlum, weleho dureh cine sehr dhnne Sdiidifc getrennt sunk 
in dor die Kigonschaften des einon sehr raseh aber dorh ron« 
tinuirliohin die des audoren ttbergehen. Bei mise-hbaren Stollon, 
wie reinem Wasser und einor wiisserigon Ldsung, odor Zink und 
Queeksilber, odor Kupfer und gosehmolzenem Zink wlire dies out- 
achioden realisirbar und wilrde sieh aucb dauernd erhallen, weim 
beido Kbrper, ehe die Misehung waiter vorgesohritteu wiire, 
in den fostou Zustaud Ubergingen. Vielleieht kftunon zwisohan 
zwei boliebigen Kbrperu sole, he eontinuirliehe UobergangH- 
Hcbicbteri hergestellt warden, vielleieht ilndern nidi wonigsUmn 
die Eigensehaften des Aethers, auf den allein sieh unsure 
Gloiehungen boziohon, coutinuirlich, Joden falls wolltm wir 
vorauHsetzen , dans, wonn oh selbst mathematisehe Discontinui- 
tUtsstellen gibt , die Grenzhodingungen, welehe fill* diesel l>en 
golton, koine audoren sind, als diojenigen, welehe man bei Vor- 
aussotzung einor continuirlichen, aber sehr dUnnen UehorguugH- 
sehiebt iindon wilrde, in welcher die GQltigkeit unserer 
clmngen nirgonds gostbrt wird. 

Dioso Annabme ist von den vorachiedenon willkiirliehen 
Voraussetzungon, welehe man liber solcbe Grenzschichteu viol- 
loicht nodi madian kttnnte, jedenfalls waitaus die wahracheui- 
licbste und natiirlichste* Wir erreiehen dureh sie eimm gruntum 
mathematiHchon Vortheil. Wttrdon wir irgend welehe andore 
Grenzbedingungon voraussetzen, so m hasten wir bei dm par- 
tiellen Integration naeh den Coordinaten die auf die TrennungH- 
ilUehen bezllglidien Glieder einer besonderen Betraohtung miter- 
zieben. Haberi wir dagegem an den Trennungsfl&chen Uberall 

l ) Vgl. auoh Poincare, Electricity et optique VoL 2, S. XI, 
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continuirliehe Uoburgilngo, so Hind im lunorn nirgends Unter- 
breehungen dm* Oontinuitlit vorlmnden. Wir babon also nur 
die unendlieh entfernte (fronzo des gesammten Raumes zu 
botrarhten, bis zu dor sick den* Einlluss der bervorgerufenon 
olektrischen uml magnetisehen Stbrungon siohor niclit erstreckt, 
so dass also alio auf die G renzon bezligliebon Glicder ver- 
schwindou, 

I )assolbe gilt natUrlieh aucb dann noeh, worm die Tren- 
nungsllflehen wirkliehe UnHlotigkoitHflilchou Kind, sobald nur 
die Gronzbodingungon gonau so gebildet sind, wio sic sicb axis 
den* Hypoi hone sehr rasehor abtu* eontimurlidicr Uobergange 
orgnboii. 

Wir wollem dieso Ahloitungswoise dor Gronzbedingungen, 
um oiuon boHtimmten Namon zu habon, das Prinoip dor Con- id 
tinuifilt dor IJeborgJlngu mmnen, uml imtor dieson Namon aucb 
noeh Hyped hose mil oinbogroifou, dass mit Abnalmio der 
Dieko tier UeborgangsHchieht woder die Oonstanten dos Mato- 
Hales (A, // etc.), noeh aueh (wemgstens worm koine unondlichen 
olektromoturisehon Krilfto in dor Ueborgangsacliicht vorhauden 
sind) dio Diehto tleu* kimstiseben odor dor potentiellen tonisebou 
Energio ins Unendliehe wuehsen kaun, da ja cine unendliehe 
Enorgiodiehto unendliehe K ditto im botroffonden Punkte vor- 
aussetzeu wiirdo, Das Material soil an jodor Stolle dor Ueber- 
gangsHohiehi tune bestimmte, (lurch ondliche K, C\ y oharakteri- 
sirte lit'Hehafbmhtui habon, 

Naeh den Uleielmngen An und Bn folgt, dass aucb 1\ It, 

/*, h, r nielit mit nlmebmomlor Dieko der Tronnungssehiobt ins 
Unendliehe waelmen kfunurn; wohl abor werden dies die Dif- 
ienmtialqimtienten aller dieser Grbsson normal zur Schieht. 

Da unter diesen VorausHotzungen alio anf die Integrations- 
grenzen hezllgliehtm (.) Under vorflchwindon, so liefort dio Ans- 
flibmng filler partielleu lutogrationen das folgendo Resultat: 



dtdx dy d z 



A 


dP 

dt 



d (1 A 


d Q 
dt 


d r . d « 

d x dx , 


. fcn § f # > ti M d> (t 

+ ,V// l A dt - dy 


+ 


dx 


!)■ 
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Die Nullsetzung der Coefficienten von §F, § G, dJS aber liefert: 


f K_ dP_ __ J_ (d£ _ dj\ K_ d_Q_ = J_ / AL _ djUL ] , 
J47T dt 4c7t\dx dy ) ? 4tc dt 4Tt\dx d x ) 1 

[ K dR = 1 gjg\ 

4:71 dt 4,rc\dy dx) 

Wir setzen voraus, dass die ponderablen Korper selbst ruhen 
und dalier K und y sich nicht mit der Zeit andern ; wohl aber 
konnen diese Grossen von Punkt zu Punkt verschieden, also 
Funktionen von x , y und z sein. Dieselben Gleichungen gelten 
tibrigens auch fur die Relativbewegung der elektromagnetisclien 
Zustande gegen die ponderablen Korper, falls letztere den 
Aether, ohne die Bewegung in demselben zu storen, mit sich 
nehmen. 

Xdr / 4n spielt die Rolle der Masse, dP / dt die der Be- 
schleunigung, dalier stellt die rechte Seite der Gleichungen 7 
die durch dr dividirten Kraftcomponenten dar, welche wir die 
auf die Volumeinheit wirkenden Componenten der tonischen 
Kraft nennen konnen. Ausser dieser soli der tonischen Be- 
wegung noch eine Kraft entgegenwirken, welche wir kurz die 
Widerstandskraffc nennen. Sie soli der tonischen Geschwindig- 
keit direkt entgegengerichtet und proportional sein. Ihre 
Componenten in den Coordinatenrichtungen sollen daher sein 
— CP d r, — CQdr , — CRdr, wobei C eine Constante ist, 
deren Werth an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden 
sein kann. Diese Widerstandskraffc ist Yollkommen analog der 
B-eibung; durch sie muss also fortwahrend Energie in Warme 
verwandelt werden, und zwar ist der Quotient, den man er- 
halt, wenn man die in der Zeit dt und im Volumelemente dr 
in Warme Yerwandelte Energie durch dtdr dividirt : 


8n) W= C(P n dP n +Q n dG n + R n dH n ) /dt=C(P n * + Q n * + R*) 

(Joule’sche Warme). Dagegen soli durch die elektrotonischen 
Krafte, da diese ein Potential haben, keine Energie in Warme 
verwandelt werden. Die durch Magnetisirung oder Dielektri- 
sirung infolge Hysteresis entwickelte Warme vernachlassigen 
wir also. 

Endlich sollen an Stellen, wo gerade hydroelektromoto- 
rische, thermoelektromotorische oder reibungselektromotorische 
Krafte wirken, zu den Componenten der tonischen Krafte noch 
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je ein ganz unbekanntes, aber yon F, G } H unabbangiges 
Glied binzukommen, welcbes wir mit — CXdr, resp. — GY dr, 
— C Z dr bezeicbnen wollen. Die letzteren drei Grossen nennen 
wir die im Yolumelemente dr wirksamen ausseren elektro- 
motoriscben Krafte. Sie reprasentiren im Allgemeinen eine 
Energiequelle (cbemische oder Warmeenergie). Der bieraus 
im Yolumelemente dr wabrend der Zeit dt gescbopfte Energie- 
betrag dividirt durch dtdr ist: 


f F= - C(X n dF n+ Y n dG n + Z n dE n )/dt 
\ = - C{X n P n +T n Q n + Z n E n ). 

Fiigt man die zuletzt aufgezablten Krafte den Gleicbungen 7 
bei, so erhalt man folgende vervollstandigte Gleicbungen: 


Cn) 


dP 

n 


_ fjv 

dt 

d Xj 

dy 

dQn^ 

A r n 

^ 1 
1 

d t 

d x 

d % 

1 

of 

da n 

_ A Jn_ 

d t 

dy 

dx 


— 4 7t C(P n + X n ) 


4 71 C(R n + Z^), 


Die Giltigkeit derGleicbnng 8n anStellen, wo X— Y=Z—0 
ist, unterliegt keinem Zweifel. Dagegen ist das Yerhalten der 
Stellen, wo aussere elektromotoriscbe Krafte wirken, weder 
experimented. gentigend untersucbt, noeb tbeoretiscb klar- 
gestellt. Wenn X , Y , Z sicb mecbaniscb verbalten wiirden, 
wie Krafte zwiscben rubenden Korpern, so miissten die beiden 
Gleicbungen 8n und 9n obne weitere Correction ricbtig sein. 
Meist aber scbeinen im Gegentbeile Bewegungen die Yer- 
anlassung zum Auftreten der ausseren elektromotoriscben 
Krafte zu geben. So in den Hydroketten die Trennung und 
Wiederyereinigung der chemiscben Elemente, in den Diffusions- 
und Diaphragmenstromen nacbweisbare Molarbewegungen, in 
den Thermostromen Warmebewegungen. Dann kann noch 
ausser der durcb die Gleicbungen 8nund 9n bestimmten eine 
beliebige Energiemenge A dr ,dt aus der den Strom treibenden 
Energiequelle aufgenommen und an der Stelle, wo die elektro- 
motoriscben Krafte tbatig sind, direkt in Warme yerwandelt 
werden, so dass man fur die aufgenommene Energie an Stelle 
der Gleichung 9n den Wertb: 



12 


Erste Vorlesung. 


En) T = A — C (Xn P n + T n Q n + Z n i2 n ), 

fur die auftretende Warme aber an Stelle der Gleichung 8n 

den Werth: 

Fn) W = A + C(PJ + QJ + A 2 ) 

erhalt. Ich werde bierauf am Schluss des Buches (Gleichung 102 
§ 30) noch einmal zurtickkommen und bemerke hier nur, dass 
sammtliche hierher gehorigen Erscheinungen (Peltier-Effekt, 
Thomson-Effekt in Thermoketten, Abweichungen vom Thom- 
son ’schen Gesetz bei Hydroketten) noch kaum endgiltig in die 
Theorie eingefiigt werden konnen. Wo X=Y=Z— 0 ist, 
also keine stromtreibende Energiequelle sich findet, kann ihr 
auch keine direkt in Warme umzusetzende Energie entnommen 
werden. Dort ist also A= 0 und wird daher die Gleichung 8n 
auch erfahrungsmassig bestatigt. 

Um durchwegs dieselben Yariablen zu haben, empfiehlt 
es sich, auch in den Gleichungen 4 resp. 5n anstatt F, G, S die 
GrossenP, Q , R einzufuhren, indem man jede dieser Gleichungen 
nach t differenzirt; dies liefert: 


Dn) 


d « 

n 

^~dT 


dB„ 


d K_ d J>n ^n_ d _^n „ 

dy d & ’ p dt dx dx 1 

d Yn = d _Qn _ dP n 
^ dt dx dy 

Wir batten die Gleichungen Cn auch direkt aus dem Hamil- 
ton’schen Principe finden konnen, wenn wir in Gleichung 6 
unter SF.dr die Gesammtarbeit verstanden hatten, welche 
alle in dr wirksamen Krafte bei Yeranderung von F 7 G , H 
um S F, S G und $ H leisten. Statt dV dr ware dann in 
Gleichung 6 zu setzen gewesen die Summe folgender Ar- 
beiten: 1. der Arbeit der elektrotonischen Krafte: 

« 2 + 


dr § l/u 


8 n 


2. der Arbeit der Widerstandskrafte : 


dr C{P8 F+ Q § G + BSE), 

endlicb 3. der Arbeit der ansseren elektromotoriscben Krafte : 

dr C(XSF + 78 G + ZdE), 
so dass die Grleichung 6 gelautet batte: 
ffdrdt{K{PSP + QSQ + RSE)- n{ccSa + + ySy) 

-4nC[{P + X)SF+(Q+ Y) S G + {E + Z)8 IT_ |} = 0. 
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Durch genau dieselbe Metbode der partiellen Integration, 
welche wir fruher auf das unvollstandige Integrale angewendet 
haben, batten wir aus diesem Integral direkt die Formeln On 
erbalten konnen. 

Die vier Gleichungen A, B, C und D sind die einzigen, 
welche wir spater verwenden werden. Wir baben sie desbalb 
mit lateiniscben Buchstaben bezeicbnet und werden sie knrz 
die Maxwell’ scben Fundamentalgleichungen nennen. Dazn 
kommen nocb die Gleichungen E nnd F , welche die ent- 
wickelte Warme nnd die von den ausseren elektromotoriscben 
Kraften geleistete Arbeit bestimmen. Gleicbnngen, welche die 
P eltier-Warme, die hydro- nnd tbermoelektromotoriscbenBj’afte 
und vieles ahnliche genaner definiren, wollen wir als specielle 
Falle vorlanfig nicht weiter in Betrachfc zieben. 


Zweite Vorlesung. 


§ 3. Betracbtnng der Gleicbnngen als bloss 
empiriseh gegeben. 

Legt man anf die gegebene mechanische Ableitnng dieser 
Gleichungen keinGewicht, so kannmansicbancbnocbderHertz’- 
seben Methode bedienen. Man sebreibt diese sechs Gleicbnngen 
einfach hin und bemerkt, dass ibre beste Begriindung darin 
bestebt, dass darans sammtliche Phanomene in riebtiger Weise 
folgen. Man bat sicb dann jedenfalls you jeder Hypotbese 
freigebalten. Freilicb muss dann eine bestimmte Definition 
der Grossen P, Q, R voransgesebiekt werden. 

Wir betraebteten dieselben alsGeschwindigkeitscomponenten 
einer zwar unbekannten, aber doch wirklieb existirenden Be- 
wegnng. Hertz dagegen definirt sie als die Krafte, welche 
anf die Elektricitatsmenge Eins wirken warden, wenn diese 
an die , betreffende Stelle in das Feld gebraebt wiirde. Eine 
solche Definition bat in der Fernwirknngstbeorie niebts Be- 
denkliches, da manja nacb dieser in jedemPunkte Elektricitats- 
naengen bineinbringen nnd wegnebmen kann, obne Position 
und Gescbwindigkeit der tibrigen zu andern. Nacb der 
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Maxwell 5 scken Theorie kann dies jedoch nickt okne Aende- 
rung der ganzen Umgebung gesckeken. 

Sckon in dem einfacken Falle, dass man die Hertz 5 sche 
Definition anwenden will, urn P im Innern eines durckstromten 
Leiters aufznsuchen, koren, sokald man das kierzu erforder- 
licke Lock gebokrt kat, im Innern des Lockes alle elektro- 
motoriscken Krafte auf. Bokrt man aker so scknell nnd bringt 
die Elektricitatsmenge Eins so scknell kinein, dass dadurck 
der Znstand der Umgebnng nickt geandert wird, so ist wieder 
Grefakr vorkanden, dass sick anck die elektriscke Wirkung 
nock gar nickt im Innenraum des Lockes bis znr Elektricitats- 
menge Eins fortgepfianzt kat nnd so die Hertz’scke Definition 
von P, Q, R illnsorisck wird. 

Ansserdem muss nock bewiesen werden, dass in dieser 
Definition kein Widerspruck mit dem anfgestellten Ansdrucke 
fur die Energie fiegt, da ja nackker aus diesem nockmal be- 
wiesen werden kann, dass auf die Elektricitatsmenge Eins die 
Krafte P, Q , R wirken, was sckon urspriinglick als Definition 
angenommen wurde. 

Nock eins sei bemerkt. Die Elektricitatsmenge Eins wird 
spater selbst wieder durck P, Q, R definirt, indem 
_1_ fdP ,±Q_, dR \ 

4:TC\dx dy d%) 
die Definition der Dickte der freien, und 

15n 1 r d(XP) d(KQ) d(KR) i 

43tL dx ' dy d% J 

die Definition der Dickte der wakren Elektricitat ist. Eerner 
keweist Hertz spater aus den Gleickungen, dass in grossen, 
ja in den meisten Kaumen beide Ausdriicke versckwinden. Was 
kat es nun fiir eine Bedeutung, in solcken Raumen P, Q, R 
als die Krafte zu definiren, die auf eine kineingebrackte 
Elektricitatsmenge wirken wiirden? Das keisst, die wirken 
wiirden, wenn daselbst diese Ausdriicke nickt uberall Null 
waren, wenn also die betreffenden Gebiete ganz andere Eigen- 
sckaften batten. Man miisste vielmekr sagen: Um mit der 
Erfakrung in Uebereinstimmung zu bleiben, identificiren wir 
jetzt den Ausdruck 15 n mit der wakren Elektricitat, die wir 
sckon friiker als erfakrungsmassig gegeben in die Definition 
aufnakmen. 
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Vielleicbt wiirde es genugen, P, Q, R bloss als Com- 
ponenten eines Vektors zu definiren, welcher in jedemVolum- 
element dr des Mediums eine Energie bedingt vom Betrage 


dr 


js^+O' + ^+s^ 




Bloss von dieser letzteren, wenn aucb etwas bestimmter mecha- 
niscb pracisirten Definition auszugeben, war die Tendenz der 
ersten Vorlesung. 

Die magnetiscben Krafte a, b, c oder /?, y nocb be- 
sonders als Krafte, die auf einen Magnetpol Eins wirken, zu 
definiren, balte icb jedenfalls fur uberfiiissig. Sie sind vermoge 
der Gleicbungen 4 und Dn bereits durcb P, Q , R definirt, 
wenn man dazu nocb die Annabme nimmt, dass sie yor sebr 
langer Zeit Null waren. Dass sie den Kraften proportional 
sind, welche auf einen Solenoidpol wirken, kann dann spater 
aus den Gleicbungen bewiesen werden. Stablmagnete sind 
dann als Korper aufzufassen, in denen unbekannte kleine Strome 
fliessen. 

Icb will bier durcb selbstverstandlich keineswegs den boben 
Wertb der Hertz’scben Darstellung in Abrede stellen, sondern 
nur zeigen, wo deren logiscbe Scbarfe noch der Erganzung 
zu bediirfen scbeint. 


§ 4. Elektrostatisches Maasssystem. 

Legen wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde, 
so werden die Grossen der vorigen Vorlesung mecbanisch de- 
finirt sein, und wir werden sie am zweckmassigsten in ibrem 
natiirlicben, d. b. dem dieser mecbaniscben Analogie ent- 
sprecbenden Maasse messen. In dem einfachsten Falle z. B., 
wo F, G, H Verscbiebungen sind, baben P, Q,R die Dimensionen 
einer Gescbwindigkeit, K aber die einer Dicbte, a ist eine 
Zabl, daber v eine durcb ein Volum dividirte lebendige Kraft. 
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Bezeicbnet man daber mit l , m und t die Dimensionen der 
Lange, Masse nnd Zeit, so baben wir folgende Gleicbungen, 
in denen die eckigen Klammern ausdriicken, dass sie sich nnr 
anf die Dimensionen beziehen: 

im / [P»] = lt-\ [X] = m l- 8, tot *- 

' l O] = [1/*] = m-Ht*. 

Dies sind also dann die Dimensionen in einem bestimmten 
nattirlichen Maasssysteme. 

Allein, da nns die mechanische Analogie nicbt erfabrungs- 
massig gegeben ist, so konnen wir die Messung in diesem 
Maasssysteme nicbt praktiscb ausfiibren, nnd selbst die Dimen- 
sionen warden bei Anwendnng einer anderen Analogie andere. 
Fiir die Praxis ist es daber notbwendig, dem Maasssysteme 
solcbe Grossen zu Grande zn legen, welebe der experimentellen 
Bestimmung zuganglich sind. Solcbe sind die Yerbaltnisse der 
G-rossen K fiir yerscbiedene Korper, ebenso die der Grosse 
Bezeicbnen wir daber die Wertbe won K nnd fiir irgend 
einen Korper (den Standardkorper) mit nnd so konnen 
wir die Yerbaltnisse: 

11 ) K\ K z = Dj 

experimentell bestimmen. Als Standardkorper konnen wir Luft, 
aber ancb jeden beliebigen anderen zu Grnnde legen. 

Praktiscb bestimmbar sind ferner die vier Energiedicbten 
T \ V, r, W. Aus der Bestimmbarkeit der beiden ersten folgt, 
dass die secbs Grossen P n ]/iT, Q n ^ X, R n ~\pX, fin]/ ft, 

YnYfa ans der der beiden letzteren, dass ancb die Grossen 
CjK , X]/AT, Y^fK nnd Zrf~K bestimmbar sind. Wablt man 
endlicb einen Isolator, wo C gleicb Null ist, als Standard- 
korper, nnd betracbtet dort Stellen, wo keine ansseren elektro- 
motoriscben Krafte wirken, wo also X=Y=Z—0 ist, so 
ist, wie man leicbt ans der Form der Gleichungen sieht, 
1 /]/ Xifjbi die ebenfalls experimentell bestimmbare Fort- 
pflanznngsgescbwindigkeit der elektriscben Wellen. Ware der 
Standardkorper ein Leiter, so ware daselbst 1 /]/ K z eben- 
falls, wenn aucb complicirter experimentell bestimmbar. 

Setzen wir also: 

0 . i 
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so sind auch L und D experimented bestimmbare Grossen. 
Fur die Variabeln P, Q, R, X , Z, Z, ft, y erbalten wir alsdann 
ein vollstandig neues Maasssystem, welches wir das elektro- 
statische nennen wollen. Da wir dieses Maasssystem im folgen- 
den immer anwenden werden, so wollen wir die darin ge- 
messenen Werthe einfach ohne Index schreiben nnd erhalten 
daher die folgenden ebenfalls experimentell bestimmbaren 
Grossen: 


13) 


' P = P^K l , Q = Q n -\/K l: R = 

x=x n fE l , r = i;yx, z=z n fl x , 
fin, p = PnYpii y^y^ih- 


Da in dem einfachsten natiirlichen Maasssysteme die Di- 
mensionen dnrch die Gleichnngen 10 gegeben sind, so folgt 
ans den Gleichungen 13, dass im elektrostatischen Maasssysteme 
P die Dimensionen: 

14) [. P ] = 1 

hat. Dieselben Dimensionen ergeben sich fiir Q, R, X, Y , Z , 

a, /9, 

Fiihrt man in die Gleichungen der vorigen Yorlesung 
statt der im natiirlichen Maasssysteme gemessenen Grossen die 
im elektrostatischen Maasse gemessenen ein, so erhalt man 
die folgenden Gleichungen, die sich naturlich nur durch die 
Werthe der Constanten unterscheiden und die wir mit der 
gleichen Ziffer oder dem gleichen Buchstaben, jedoch unter 
Weglassung des Index n bezeichnen wollen. 


A) T = 8^(i> 2 + Q 2 + &) 

B ) V = ^ (« 3 + P * + y 2 ) 


C) 


D <LP _ 

ID dt ~ d% 


d y 
dy 


in±-{P + X) 


D dQ 
U dt 



d a 

d% 




D dR __ da ___ d @ 
U dt ~~ dy dx 
Boltzmann, Vorlesungen, II. 


4 it (-R + %) 


2 
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B) 


E) 

F) 


5) 


M dH 
W a ~~ dy 


M da d R d Q 

53 ~dT ~ ~dy JY 9 

M d§ ^ dP _ dE 

53 d t dx dx ’ 

M dy d Q __ dP 

53 dt ~~ dx dy 1 

r=A-L{XP + YQ + ZB), 
ir=A + L(F*+ Q 2 +B 2 ), 

da _M R ^dF _dE_ M_ _ dO 
dx 1 53 ^ dx dx 1 53 ^ dx 


8) r=z(P«+«*+iZ2), 

9) r= -L{XP+ YQ + ZB). 
Natlirlich ist hierbei auch 


dF 
dy 7 


F^F n fK l7 G = G n ]f K l7 H~H n l/Ki 
gesetzt worden. 

Fur den Magnetismus ist dieses Maasssystem das einzig 
ubliche. Fiir die Elektricitat dagegen ist auch noch ein an- 
deres gebrauchlich. Wir behalten uns daher vor, statt 
P, Q , B, X, YZ noch andere Grossen einzufiihren, die sich selbst- 
verstandlich nur durch einen experimented gegebenenconstanten 
Faktor davon unterscheiden konnen. Hierdurch werden natiir- 
lich dann auch die Constanten der Gleichungen entsprechend 
geandert. 

Ist uns der Standardkorper nicht bekannt, so kann fiir 
einen beliehigen Korper aus -i^bloss £P 2 n und dann aus F n 
die Grosse C / X = (C / K t ) . {Kij K) = L / D bestimmt werden. 
Dies ist also eine Constante des Korpers selbst; man erkennt 
dies auch aus den beiden Gleichungen C und D , welche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und Absorption der elektrischen 
Schwingungen durch tJ und L / D ausdriicken . l ) Nur wenn 
ausser dem betreffenden Korper auch noch der Standardkorper 
gegeben ist, ist P n im ersteren Korper in dem dem Standard- 
korper entsprechenden elektrostatischen Maasse, also auch 
KiP n 2 bekannt; es kann daher I = Cj K x auch fiir den ersteren 
Korper bestimmt werden oder noch einfacher, da D bekannt 


*) Vergl. Cohn, Berl. Ber. 26, S. 405, 1889; Hertz, G-es. Abh. 
S. 218. 
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ist, aus der Constanten L[B des ersteren Korpers L fiir 
diesen gefunden werden. 


§ 5. Grenzbedingungen fiir die Trennungsflache 
zweier Korper. 

Aus den Gleicbungen C und D konnen wir nach deni 
friiher erwahnten Principe der Continuitat der Uebergange 
ohne Weiteres die Grenzbedingungen fiir die Trennungsflache 
zweier K5rper ableiten, falls in diesen selbst keine unendlichen 
nusseren elektromotorischen Krafte ihren Sitz haben. 

Wir zeichnen ein unendlich kleines Rechteck mit den 
Seiten s und f auf der Trennungsflache. Dieses Flachen- 
^element do = e.£ der Trennungsflache betrachten wir nicht 
als mathematische Flache, sondern als ein Parallelepiped von 
von der Basis e£ und der Hohe S . Eine notkwendige Voraus- 
setzung fiir die Ableitbarkeit besteht nun darin, dass die 
Dicke S der Trennungsschicht so klein ist, dass sich Langen 
denken lassen, die sehr gross gegeniiber S sind, aber nock 
immer als Differenziale betrachtet werden konnen. Diese Yor- 
aussetzung hat ihr Analogon iiberall in der mathematischen 
Physik, wo immer man Yolumelemente construirt, die gross 
gegeniiber den Dimensionen eines Moleciils sind, aber selbst 
noch als Differenziale betrachtet werden konnen. Solche Langen, 
gross gegeniiber S , aber noch immer unendlich klein, sollen s 
und £ sein. 

Wir legen zunachst den Coordinatenanfangspunkt in eine 
Ecke des Parallelepipeds S e £, die Abscissenaxe parallel zu S, 
die y - und z- Axe parallel zu e resp. £. Fiir jeden Punkt 
mit den Coordinaten x, y, z im Innern des Parallelepipeds 
.sollen die Gleichungen D gelten, deren zweite lautet: 

_Mdp ___ d P dJR 
D dt d% d x 

Wir konnen nun im Innern des Parallelepipeds $ e £ ein 
Parallelepiped dxdydz construiren, wobei dx , dy und dz 
wiederum unendlich klein gegen § sind. Die letzte Gleichung 
multipliciren wir mit dxdydz und integriren iiber das ganze 
Parallelepiped S e £. Dies liefert : 
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ffffrf dxdydz-[fdxdy{P x -P,) 
10a) } JJJ JJ 

+ J J dy dz (i?j — -S 0 ) = °- 

Das erste Integral kann auch. so geschrieben werden: 


wobei Mdfijd t irgend ein Mittelwerth aller Mdftjdt ist. Ebenso 
kann das zweite nnd dritte Integral in der Form geschrieben 
werden (P x — P 0 )Sa resp. (i^ — A! 0 )s£. Da nnserer Annahme 
gemass M . , /?, /, P , Q , R nnd daher auch deren Differential- 

qnotienten nach der Zeit nirgends unendlich gross und S un- 
endlich klein gegentiber a und J ist, so liefern die beiden ersten 
Integrate der Gleichung 10 a durch s£ dividirt, noch immer 
verschwindendes. Daher muss auch der Werth des letzten 
Integrates, durch s £ dividirt, noch unendlich klein sein und 
man erhalt: 

Ri — R 0 • 

R 1 ist ein Mittelwerth aller Werthe, welche R auf der 
einen (der positiven Abscissenrichtung zugewendeten) Seite des 
Parallelepipeds hat. Wenn die Function R ausserhalb 
des Parallelepipeds continuirlich ist, konnen wir daher einfach 
dafiir i^, den Werth von R auf der betreffenden Seite der 
Trennungsschicht, setzen. Ebenso fur R 0 den Werth R 0 von 
R auf der anderen Seite der Trennungsschicht. 

Vertauscht man die y- und z - Axe und stellt man dieselben 
Betrachtungen^fur /? und y an, so erhalt man: 


J Q x — Q 0 , R 1 — R 0 
a \ & = &>> ri = 7o- 

Steht die Trennungsflache beliebig und ist n ihre Normale 
an der betreffenden Stelle, so muss die Bedingung 

(i\ - P 0 ) cos (Tx) + [Q l — Q 0 ) cos (Ty) + (R 1 — R 0 ) cos (Tz) = 0 

fur jede Gerade T erfiillt sein, deren Richtungscosinus der 
Gleichung: 

cos (Tx) cos ( nx ) + cos [Ty) cos [ny) + cos [Tz) cos (nz) — 0 
geniigen. Setzt man zuerst einen der drei Winkel zwischen T 
und einer Coordinatenaxe gleich 90, so folgt: 



b) 

mid obonso: 

0 
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p p 

1 1 * 0 

Q t — (> 0 

R t — R {) 

con (n jt) 

<‘oh (n y) 

ms (n&) 

( *l «t» 

ft - ft .... 

r Tt - To 

<‘(>H (« X) 

COH («;//) 

ms (n a ) 


Auk don dnii Gloiohungen I) folgt: 

'/ \d[Ma) d ( M f) 1 ... 

d t I djr dy d ' l I 

Winn iilmlielio Uloicliung folgt huh don Uleichungon 0, M mid 
1 > Kind ilalioi hIh mil dor Zo.it nioht vorilndorlieh vorausgesotzt. 

Wilhlon wir dahor zunilclnd. wiodor dio Normale zu einer 
Flllcho wdir i-asclion Uoliorgangn zur .r-Axe, so ergiebt sich 

dt ^») "" ** 

4 >\~K /'»)+/', 'W'O 

Fllr don Fall, dans in dor zur AbsoisHeiiaxe sonkrochten 
TrenuungHHchieht uur .V unendlioh, abor fXtlx~-<p l3 imdlieli 
bloibt, itndorn sich dio Oleichungon fllr a, ft, y nioht, ftir die 
dektmohon Krilf’to abor orhiilt man: 


hiornus: 

M 


Q x - Q n 

A, - lt a 


d <r n 
dy 
d </■„ 
d & 


1 1 d t (". “■ K ''«) + W + -V.) ™ K (/'> + A!.) -I>. 1 ) 


UobrigoriH glaubo ioh, daww man dioaen Fall immer ausschliessen 
kattn, wonti man dio experimented nioht oonstatirbare Span- 
mmgsdtfforonz roinor Motallo gleich Null sotzt, wo aber elektro- 
motorische Kriifto thlltig tsind, z. B. an dor Contaetstolle zwischen 
'An und S0 4 H s , ihron Hpiolraum auf oino Schiolit ausgedehnt 
nnnimmt, dio zwar immer nocb dtlnn, aber dooh aehr dick 
gegontlber <lor obon betrachteten eigentlichen Trennungsschicht 
dor bidden Kdrpor ist. 

Wire dio Normalo nioht dor x-Axe parallel, bo h&tte in 
obigen Formoln liberal] dies Component© in der Normalrichtung 
an Stolle dor in der AbBcissenrichtung zu treten. 

*) Vgl. Herts, Go*. Abh. p. Z22. 
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§ 6. Begriff der wahren und neutralen Elektricitat, 
Bild behufs Veranschaulichung der Integrale obiger 
Gleichungen. Erster Zug des Bildes. 

Mit den Annahmen. deren wir zur Erklarung des Elektro- 
magnetismus bediirfen, sind wir biermit vollstandig zu Ende. 
Alles Folgende enthalt nur Conseqnenzen dieser Annahmen, 
also Folgerungen aus den Gleichungen, zn denen sie fuhrten. 
Zur Versinnlicbung dieser Consequenzen werden wir vielfach 
nene mecbaniscbe Bilder zuziehen; docb bemerken wir schon 
bier, dass wir diese bloss zur Versinnlicbung dienenden Bilder 
von der mecbaniscben Grundlage der Tbeorie wohl unter- 
scbieden wissen wollen. 

Wer unter einer mechanischen Theorie iiberhaupt nur ein 
Analogon verstebt, wird in dem bisber Vorgetragenen wobl 
aucb nur ein Bild erblicken; aber docb bleibt der Unterscbied 
zwischen der mecbaniscben Grundlage der Tbeorie und den 
zur Versinnlicbung einzelner Consequenzen derselben dienenden 
Bildern bestehen. 

Einen Korper, in welch em L einen verscbwindenden Werth 
bat, also L = 0 gesetzt werden kann, nennen wir einen Isolator. 
Sind daselbst zur betracbteten Zeit zudem aucb keine ausseren 
elektromotorischen Krafte thatig, so werden aucb X, Y \ Znicht 
in solcher Weise unendlich, dass die Produkte LX , L Y } LZ 
von Null verscbieden ausfielen und man erhalt, wenn man von 
den Gleichungen C die erste nacb x, die zweite nach y, die 
dritte nacb z partiell differenzirt, addirt und wieder, da wir die 
ponderabeln Korper als unbewegt und mit der Zeit unverander- 
lich betracbten, D als unabhangig von t voraussetzt: 

\d Vd (D P) d(DQ) d(DBY 1 0 
dt L dx ^ dy d* J ” U * 

Die Grosse in der eckigen Klammer kann sich also mit der 
Zeit nicbt andern. Ware sie zu Anfang gleicb Null, so bliebe 
sie, so lange an der betreffenden Stelle selbst keine ausseren 
elektromotoriscben Krafte thatig sind, immer gleich Null; hat 
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sie dagegen durch friiher thatige elektromotorische Krafte einen 
von Null verschiedenen Werth angenommen, so bleibt derselbe, 
so lange er nicht durcb neuerdings thatige aussere elektromoto- 
rische Krafte vemichtet oder verandert wird, ein far alle Mai 
festgenagelt. 

Man kann sich die Sache, wenn man will, so vorstellen, 
als ob der Isolator durch die Wirksamkeit der ausseren 
elektromotorischen Krafte mit einem Fluidum erfiillt worden 
ware, dessen Dichte in irgend einem Yolumelemente 
, _ 1 \d{DP) , d(D Q) , d{DR )- j 

1& ) e » - + sr + ~n~\ 

ist, und als ob dieses Fluidum in dem betreffenden Isolator 
vollkommen unbeweglich ware; e w dr ist die mit der Zeit un- 
veranderliche Menge des im Volumelemente dr enthaltenen 
Fluidums. 

Wir wollen e w dr als die wahre, im Volumelemente dr 
enthaltene Elektricitat, e w als deren Dichte bezeichnen. Den 
Index lassen wir, wo keine Verwechslung zu befurchten ist, weg. 
Da die rechteSeite derGleichung 15 ebensogut negative als posi- 
tive Werthe haben kann, so werden wir uns die Sache besser 
so vorstellen, dass schon im normalen unelektrischen Zustande 
jedes Volumelement dr eine grosse Menge mdr dieses Fluidums 
enthalt, welche wir dessen neutrale Elektricitat nennen, und 
dass edr bloss den Ueberschuss resp. Unterschuss iiber dessen 
neutrale Elektricitat bedeutet. m heisst dann die Dichte der 
neutralen Elektricitat, welche im Isolator bei Abwesenheit 
ausserer elektromotorischer Krafte ebenfalls vollkommen fest- 
genagelt ist. 

Die Elektricitat betrachten wir daher als ein bloss zur 
Versinnlichung der Integrale gewisser Gleichungen dienendes 
Gedankending im Gegensatz zum Aether, den wir fur etwas 
materielles halten. 

Die bisher vorgetragene Anschauungsweise ist die so- 
genannte unitarische. Sie reicht in alien Fallen aus und ist 
die einfachste. Sie lasst aber in einigen Punkten eine gewisse 
Dunkelheit bestehen. Ich will daher lieber hier die allerdings 
complicirtere dualistische Anschauungsweise adoptiren, da mir 
in derselben die Dunkelheiten auf ein Minimum reducirt 
scheinen. Da wir hier nicht mit wirklichen Stoffmengen, son- 
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dern mit blossen Gedankendingen operiren, so ist dies Ge- 
schmackssache und ich ziehe eine grossere Complication dem 
Fortbestehen der leisesten Unklarheit vor. 

Nach der dualistiscben Anschauung giebt es zweierlei 
Elektricitaten, die positive und die negative. Ein Quantum 
der ersteren wird immer mit positivem, eines der letzteren 
mit negativem Zeichen bezeichnet. Im neutralen Zustande soli 
in jedem Yolumelemente dr die Menge: 

7)1 d T 
2 

positiver und 

md t 
2 

negativer Elektricitat enthalten sein. Enthalt dagegen das 
Volumelement dr die wahre Elektricitatsmenge edr , so stellen 
wir uns vor, dass darin die Menge: 


m + e 7 
— — — a r 
2 

positiver und 

m — 8 r 

d x 

2 

negativer Elektricitat vorhanden ist. Die neutrale Elektricitat 
ist also die Summe der Absolutwerthe aller darin enthaltenen 
Elektricitatsmengen ohne Rticksicht auf das Zeichen: 


( m -h s 
^ — 



dr , 


was wir immer kurz Summe der Absolutwertbe nennen wollen. 
Die wahre Elektricitat dagegen ist die Summe aller Elektrici- 
tatsmengen mit Rticksicht auf ihr Zeichen (algebraische Summe): 


( m -h e m — s\ , 

— H dr - 

Im vollkommenen Nichtleiter ist also alle positive und negative,' 
sowohl neutrale als auch wahre Elektricitat vollkommen fest- 
genagelt. 

Der Nutzen unseres Bildes springt noch mehr in 4i e 
Augen, wenn wir zu dem Falle iibergehen, wo A, X, F, Z , 
von NuE verschieden sind. Dann erhalten wir, wenn wir von 
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den Gleichungen C die erste partiell nach x , die zweite partiell 
nach y f die dritte partiell nach z differenziren und addiren: 

de w dL(P + X) dL^+Y) dL^+Z) 

16) -dT + -—Ti + — Ty + — 5T— 

Die allgemeine Integration dieser Gleichung ist selbst fur die 
einfachsten Yerhaltnisse weitschweifig und schwierig; es ist 
daher ein sehr giinstiger Umstand, dass sich ihre Bedeutung 
durch die schon erwahnte symbolische Vorstellungsweise un- 
gem ein leicht interpretiren lasst. 

Wir stellen uns vor, als ob in dem jetzt betrachteten 
Falle die Elektricitat im Innern der Korper stromen wiirde, 
und zwar die in dem Volumelemente dr enthaltene positive 
Elektricitat mit einer Geschwindigkeit, welche in den drei 
Coordinatenrichtungen die Componenten: 

17 ) « = £&+*), * = + n w=^(r + z) 

hat, die negative mit genau gleicher, aber entgegengesetzt ge- 
richteter Geschwindigkeit. Durch ein beliebiges Flachen- 
element do im Innern eines beliebigen Korpers tritt also 
wahrend der Zeit dt die Menge 

18) L2±±-[t3 + N)dodt 

positiver Elektricitat von der einen Seite (.^) gegen die andere 
(s 2 ) hindurch. Dabei ist n die von s x gegen s 2 hin gezogene 
Normale zu do. 

| N = P cos (n x) + Q cos (ny) + B cos (n z), 

\ S — Xcos ( nx ) + Fcos (ny) + #cos (: n z) 

sind die Componenten der Vektoren (P, Q, R) und (X, Y P Z) 
in der Eichtung n. Durch dasselbe Flachenelement do geht 
in derselben Zeit dt die negative Elektricitatsmenge: 

— L + N)dodt 

2 m v ' 

in der entgegengesetzten Eichtung. Die algebraische Summe 
aller Elektricitatsmengen, welche wahrend der Zeit dt in der 
Eichtung, nach welcher die Normale n gezogen wurde, durch 
das Flachenelement do gehen, ist also: 

20) co d t d o = L ( S -j~ JV) dtdo . 
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Fallt n mit der Stromungsrichtung der neutralen Elektricitat 
zusammen, so geht co in das liber, was man die gesammte 
Stromdichte 

i2 = ] jp 2 + q* + r 2 

nennt; deren Componenten in den drei Coordinatenrichtungen 
aber erhalt man, wenn man n mit der betreffenden positiven 
Coordinatenaxe zusammenfallen lasst. Diese Componenten 
sind also: 

21) p = mu = JO (P + X), q — mv =Z(Q-\-Y), r = mw' =Ir(R + Z). 

Constrniren wir daher ein Parallelepiped, von dem drei 
aneinanderstossende Kanten die Langen dx, dy, dz baben 
and den Coordinatenrichtungen parallel sind, so stromt dnrch 
die der negativen Abscissenaxe zugewandte (linke) Begrenzungs- 
flache desselben wahrend der Zeit d t die positive Elektricitats- 
menge 

L^~^{P + X)dydzdt 

ein, die negative Elektricitatsmenge 

-ZfL=JL { P + X)dydzdt 

aus. Die algebraiscbe Summe aller einstromenden Elektricitat 
ist also, wenn man ausstromende als negative einstromende zahlt: 
L (P + X)dy dzdt 

Ebenso findet man fiir die algebraiscbe Summe der durch die 
vis a vis liegende Begrenzungsflacbe des Parallelepipeds aus- 
stromenden Elektricitat den Werth: 


L(P-\~X)dydzdt + --- ^ d x dy dzdt 


Da dasselbe aucb von den beiden anderen Coordinatenaxen 
gilt, so ist die algebraiscbe Summe der gesammten Elektrici- 
tatsmenge, welcbe aus den Parallelepiped wahrend der Zeit d t 
mebr aus- als in dasselbe eingetreten ist: 

dxdydsdt\- -^ - X) + dI,(C>+ H + dLjP + Z)! 

* l dx dy ~ dx J 

Dabei ist jede eingetretene negative und ansgetretene positive 
mit positivem, dagegen jede ausgetretene negative und ein- 
getretene positive mit negativem Zeichen gezahlt. Dies muss 
also die Verminderung — de dz der in dz entbaltenen wahren 
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Elektricitat (der algebraischen Summe aller daselbst befind- 
lichen Elektricitat) wahrend der Zeit dt darstellen. Wir er- 
balten also genau die. Gleichung 16. Die Fiktion eines der- 
artigen Fluidums ist daher ein willkommener Behelf, uns die 
wahre Bedeutung dieser Gleichung und den Verlauf der durch 
sie ausgedrtickten Erscheinungen zu veranschaulichen. 

Die Summe der Absolutwerthe aller in dr enthaltenen 
Elektricitat, also die daselbst enthaltene neutrale Elektricitat, 
wachst demnach wahrend d°i um den Betrag: 

l_ dr d S dLe(P + X) dLs (Q + T) dLe(R + Z) \ 
m L dx dy d% J 

Da wir m immer als gross gegen a voraussetzen, ist dieser Be- 
trag klein gegen die urspriinglich in dr enthaltene neutrale 
Elektricitat mdr , und wir miissen unser Bild durch die An- 
nahnxe vervollstan digen, dass die in dieser Weise bewirkte 
kleine Aenderung der neutralen Elektricitat an den verschie- 
denen Stellen des Baumes sich rasch wieder ausgleicht, ohne 
zu beobachtbaren Erscheinungen Veranlassung zu geben. 
Uebrigens werden wir sehen, dass a im Innern der Leiter, wo 
allein bemerkbare Stromung stattfinden kann, nur wahrend 
verschwindend kurzer Zeit einen yon Null verschiedenen 
Werth haben kann, dass also einer der Faktoren L oder a 
immer verschwindet, so dass diese Anhaufung neutraler Elek- 
tricitat bei beobachtbaren Erscheinungen uberhaupt aus- 
geschlossen ist. 

§ 7. Zweiter Zug des Bildes. 

Wir konnen uns die fingirte Bewegung der neutralen 
Elektricitat noch weiter durch die Vorstellung yersinnlichen, 
dass sie durch aussere Krafte erzeugt werde. Die einfachste 
Annahme ist dann, dass die neutrale Elektricitat sich mit 
grosser, ihrer Geschwindigkeit proportionaler Reibung bewegt, 
so dass ihre Geschwindigkeit der auf sie wirkenden Kraft pro- 
portional ist. Ware also x die Kraft, welche auf die Mengen- 
einheit der positiven Elektricitat wirkt, |, rj. £ deren Compo- 
nenten in den Coordinatenrichtungen, so miissten diese pro- 
portional den Grossen P -j- X, Q + Y, R + Z sein, so dass 
man hatte: 

£ = P(P + X), *i = £{Q + T), Z~B{R + Z). 
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Vergleichi nmn <iies mit <iea iil&ichungon IT, so ergtebi 
sich der Proportional iiiUsfaktor /.wiarlten dor (leHehwimligkeit 
der noutralon Klektrioitiit umi der Craft , woleho auf dereit 
Mengeneinluvit wirkt, gleieh 

u> H 

uad os ist: 

, L ^ . /. .. 

V m Ii s * * w H * ! ' U in H " ‘ 

Urn B m bestimmen, miisson wir die in tuiserem Bibb* 
duroh Iteilmng dor noutralon Klektrioitiit untwiekelte Witrmo 
mit dor wirk licit entwiekelton vergleirhrn. Kxporimrutell voll- 
kommon klar gostellt siud higher nur die Vorgitnge an den- 
jonigon Stollon, wo koine aussoron (d^ktromotorisohim Krtlftt* 
wirkon. Botrachten wir also zunilclist nut* solehe SUdimu 
sotzori also: 

.V - l X u . 

und vornachliiasigen ssurfom * gegtm m . Dunn ist im Volum- 
olemonto dr einfach die positive Hluktridtiltsmcmge 

VI d t 
2 

und die gloic.hu negative Kink trio i tiittfimmge onthaltuu; jede 
bewogt sie.h mit dor (JuHo.hwindigkeit orstere in der |»«>ni- 
tivon, lotztoro in dor negativon A liHaisaenriehtung ; auf jedr 
wirkt in do.r Riehtung ihror Bcwogung die Kraft wgrfr i 2, hi* 
dasH im Volumulomuntt* </r in der Zoit dt in uimorem Bible die 
Arbeit: 

m dt dr (£ v + // v f ; id) dt dr H l, (i>» 4 (f- f /i’ a ) 

(lurch Ueberwindung dor Roihungskrilfto in Wilrme verwamlelt 
wird. Anderorseits fandon wir £Ur din Joule’sehe Wilrme die 
(•Hoiehung H. Damit beide tiboreiustimruoii, mtt.ssen wir sot /mu: 

//« 1. 

An don Stollon dor Wirknumkeit iluKserer eloktronmto- 
risehor Kr&fto, al«o wo A, Y, Z von Null verschioden Kind, 
wtirdo durch Roihung dew eloktrischett Fluidums die Wilrmn : 
mdtdt(£ u' + vv +£>t , ')~~dtdr /<[(/* 4- A') 3 4- + JT) a 4 (A Z) 3 ) 
entwickelt werden, was mit der Glaicliung F nur Ubereinstimmt, 
wenn wir dem A don Worth 102 (vgl. Vorl. 14 § BO) ertheilen. IJm 
andere Werthe von A in unserem Bilrie darzustellen, mtlsKte 
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man eine neue Hypotbese binzufiigen, z. B. die einer be- 
sonderen Anziehung der ponderablen Molekiile gegen die elek- 
triscben Fluid a an den Stellen der Wirksamkeit ausserer 
elektromotorischer Xrafte, Dock wollen wir hiervon um so 
mebr abseben, als die betreffende Llicke ancb in der Max- 
w ell’scben Theorie noch nicht ausgefiillt ist. 

Unter den gemacbten Yoranssetznngen und Einscbran- 
kungen liefert unser Bild auch den Energieumsatz in ricbtiger 
Weise. Es ist dann: 

22) £ = P + X, *i = Q + T, £=R + Z. 

Wir bezeichneten die algebraische Summe aller Elektrieitat, 
w el die in der Zeiteinbeit durcb eine senkrecbt zur x-, resp. 
y- oder z- Axe gelegte Flacbe vom Querscbnitt Eins bindurch- 
gebt, als die betreffende Componente p, resp. q oder r der 
Stromdicbte und die algebraiscbe Summe aller Elektrieitat, 
welebe in der Zeiteinbeit durcb eine beliebige Flacbe vom 
Querscbnitt Eins bindurcbgebt, als die Componente to der 
Stromdichte senkrecbt zu dieser Flacbe; wenn aber die Flacbe 
senkrecbt zur Stromricbtung ist, als die gesammte Strom- 
dicbte £2. Fur alle diese Grossen folgt also aus den Glei- 
chungen 21: 

f P = Z$ = Z{P + X), q = Zu = Z(Q+T) 

23) | r =* Z£ = Z(R + Z), co = Z(S + N) } 

l 9. = Lv x = Z^N* + V - 2 JVi cos (A T X Sj, 

•wo v v N x und S 1 die Langen der Yektoren (|, % £), (P, Q, ty 
(X, Y \ Z) sind. Die Gleicbung 16 besagt, dass der Zuwacbs 
der wabren Elektrieitat in jedem Yolnmelemente gleicb sein 
muss der Menge neutraler Elektrieitat, welebe mebr ein- als 
ausstromt. Dasselbe muss auch von einem beliebigen end- 
licben Baume T \ der von einer beliebigen geschlossenen Flache 
umgrenzt ist, gelten. Die darin entbaltene wabre Elektrieitat 
ist fedr, wo die Integration iiber den ganzen Kaum T zu 
erstrecken ist. Die wabrend der Zeit dt eintretende neutrale 
Elektrieitat ist: 

dtf m do , 

wo die In tegration iiber die Begrenzungsflacbe des Raumes T 
sicb erstreckt und die Normale n nacb innen zu ziehen ist. 



Es ist also: 


d_ 
d t 


fedr=f 


co do , 


oder, wenn man die Werthe substituirt: 


f Ilf, \ d(DP) d(D Q) d(DR) ' 

24j ) in dtJ T L dx dy d % 

| = JdoL [(P+ X) cos (nx) + ( Q + Y) cos (ny) + (B + Z) cos (n z)\ 

Da in einem Isolator, in dessen Innern keine elektro- 
motorisclien Krafte wirken, sowohl die wahre als auch die 
neutrale Elektricitat vollkommen festgenagelt ist, so folgt un- 
mittelbar, dass in einem Systeme von Korpern, welches rings 
von einem derartigen Isolator umgeben ist, die gesammte 
Quantitat der wahren Elektricitat weder vermehrt noch ver- 
mindert werden kann, dass also z. B. im ganzen Universum 
immer genau gleich viel positive wie negative Elektricitat er- 
zengt werden muss. Die Gleichung 24 kann natiirlich auch 
ohne unser mechanisches Bild durch partielle Integration aus 
der Gleichung 16 abgeleitet werden. 

Wir sahen, dass man P, Q, B, X, Y, Z auch in einem an- 
deren Maasssysteme messen kann. Wir bezeichnen die in 
einem beliehigen Maasssystem gemessenen Grossen mit dem In- 
dex h. Dann ist, wenn wir mit h eine beliebige Constante 
bezeichnen, zu setzen: 


P=P h /h, Q = Q h /h, B = B h jh , 
X—X-hjh, Y— Yh/k, Z = Z k /h. 


Die Annahme der letzteren drei Substitutionen empfiehlt sick, 
damit X } Y,Z wieder einfach zu P } Q , B addirt erscheinen. Die 
Gleichungen A und D gehen dann iiber in: 


Ah) 


T= D (PJ 

8 5 Th 2 l A 

+ 0,1?+ • 

W), 



hM da 

__ dR h 

dQ 

h hM 


dP h 

TL\ 

fl dt 

dy 

d % 


IT = 

d% 

JUnj 


hM 

d y 

_ d Qn 

dP h 





dt ~~ 

dx 

dy ' 



Es ist gut, die wahre Elektricitat jetzt so zu definiren, dass 
P h ,Q h ,B h wieder die Krafte auf die Elektricitatsmenge Eins 
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sind. Die Dicbte der wabren Elektricitat im neuen Maass 
gemessen ist dann: 


15h) 


= J_ _ / d{DP k ) d(DQ h ) d(D£ h] \ 

€ h h 4c nh 2 \ dx dy ' d% ) 


Aucb in p, q, r, co und Q. haben wir statt der elektrostatisclx 
gemessenen dann die im neuen Maasse gemessene Eiektricitats- 
menge zu substituiren und fugen deshalb den Index h bei. 
Unter p h z. B. ist die im neuen Maasse gemessene Elektricitats- 
menge zu verstehen, welche in der Zeiteinbeit durcb eine auf 
der Abscissenaxe senkrecbte Flacheneinbeit bindurebgeht, so 
dass wir erhalten: 


21b) p ~p h . h , q = q h .h, r — r h .h, co = co h .h , £2 — £> h . It . 

Damit nun wieder die Gleichungen 8, 9 und 23 keinen be- 
sonderen Faktor erbalten, flibren wir nocb statt der elektro- 
statiscb gemessenen Leitungsfabigkeit L eine neue Constante ein: 

12b) Z h = Z/h 2 

(die im neuen Maasse gemessene Leitungsfahigkeit), so dass 
wir erbalten: 


23b) 

-8 b) 

9 b) 

€b) 


ph = {Ph + X A ) j qh = Lh {Qn + Fa), r h = Lh (f?A + Za), 
(On = Lh (Aa + Sh). 

W ~ L h {P h 2 + Qh 2 -f Ph 2 ) 
F^^Z h {P h X h +Q h Y h + R h .Z h ) 


» dp h 

AD d t 


dp 

d% 


dy 

dy 


— 4 n- 


h L h 


(P/j + X A ) 
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§8. Besonderer Charakter der nun zu suckenden 
Integrale. 


Die entwickelten Gleickungen stellen im Allgemeinen eine 
Wellenbewegnng dar. Betracktet man einen komogenen Korper, 
in dessen Innern keine aussern elektromotoriscken Krafte wirken, 
setzt also D und L constant, X — Y — Z — 0, so liefern die 
Gleickungen C und 15: 


25) 


also: 



4 7i L 
D 


a = 0 




a = A e 


A.JC Lt j D 


War nun irgend einmal der Korper unelektrisck , und 
kaken seitdem in seinem Innern keine aussern elektromotoriscken 
Krafte gewirkt, so muss auck damals die letzte Gleickung ge- 
golten kaben. Da aber damals 6 — 0 war, so muss auck 
A = 0 und daker fur alle Folgezeit 6 = 0 sein. Da D con- 
stant ist, folgt weiter: 


dP d Q dR^ __ ^ 

dx dy ^ d% - 

und man erkalt aus der ersten der Gleickungen C, indem man 
fur /? und y deren Wertke aus den Gleickungen D substituirt: 


+ 4jr ML^Z= WAP 

dp. dt 


wobei : 

A — — 4 - j— . — 
dx 2 dy 2 dx 2 

ist. AnaJoge Gleickungen gelten fiir $ und Fur L = 0 
werden kierdurck bekanntermaassen Transversalwellen von der 
Fortpflanzungsgesckwindigkeit : 




yww 

dargestellt. Hat L einen you Null Yersckiedenen Wertk, so 
werden die Wellen gedampft (Absorption) und die Fortpflan- 
zungsgesckwindigkeit ist fur versckiedene Sckwingungsdauem 
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vtdNcliiiuli'ii (Dispersion). Wir liofriodigon dio Wloichungen, 

wonn wir st*f/,en: 


'.l .'tt Mt. x w 


I* ft *' com n ■ 

wobei ft uml n Imliehige Oonstunten sincl, wogegen man hat: 


2 \\) 5 » / Mi > , x / hPt >* A ;i* M * l ? 

" J, 2 IP 1 [/ -ilP 1 /Pf* ' 

Dies sti'til nine Tnumversnlwrilo <lar ? deren Fortpllanzungs- 
gesrhwimiigkoit a ist. Wir wollon dio Behandlung dor Ge- 
Htdzo diesor WoIIonhewogungen eiwmi viol spiiteren Kapilol 
vorbohnlion uml bier nur beinnrknn, dns.s ihro Korlpllanzuugs- 
gosrhwiudigkrit aussorordentlirh gross (wio die I dohtgeschwin- 
digkeit) ist. 1 tit Dalle, wo L *. 0 ist, muss also | //>M j\) ausser- 
ordoidlicdi klein sein, Da in Formel 20 dor Wur/olausdruolc 
untor dom nrstnit Wnrzel'/eiohen jodenfalls mil positivon Zcichen 
genommen werdeu muss, so folgt, daws aueh, worm L von Null 
vorHiddodon ist, \> U U j \) kloin win dio roeipruko Fortpllan- 
zuugsgosohwiudigkoit dor Wollon odor nooh kleiner ho in muss, 

I do IWeelmung tins gimiumton VorlaufoH dor dutch oino 
beliehige tdoktromagnotistdio N Wrung horvorgorufonon Well on 
stdsst mm Mollmt in don oinfaelmltm Pillion auf fast unttbor- 
windlioho nmiheiimtisrhe Hehwierigkeitom I)u,kh oh trotzdem 
mbglieb ist, in vioton Pillion sohr eintaoho Gesotzo aus den 
(Heiehungen uhzuleitou, venlankon wir einem gilnstigcn lira- 
stando, doHsmi Wenon ieh zuniiohst an einigen Bowpielon aus 
dvr KluHticitiUHlohro orliiutorn will, 

Genet/d , wir hiiittm oino genpaunto Haile odor Selmur. 
Dor oino Kndpuukt A demdbon soi vollkommen fix, dom. 
anderen Wmipirnkte H wortio suit dor Hand odor sonstwio oino 
g&nz beliobige Bowogung sonkroeht zur ursprlinglich geradon 
Linie A H ortlioilt. Im Allgomoimm wordon dadurch Wollon 
cuts token, weloho in A reiloktiri warden, uml doron Gcmammt- 
remit tat bald nur mehr durah lango Summenfbrmeln ausdrttok- 
bar ist. Worn* aber dio Bowogung deR Punktos B so langsam 
g»Mchioht f (lass die Wollon liingo sohr gross gogon die Faden- 
liksge ist, HU wird koine Spur von Wollonbowogung bemork- 
bar mmu 

So mttfach nud bekaimt dies ist, so sind dock die mathe- 

flttUiiw it tin, Vorl 0 i»u«« 0 »j f It. 3 
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matisehen Bedingungen der Bewegungsart, welche der Faden 
im letzteren Falle macht, meines Wissens noch nie genau 
gepriift worden. Gerade diese Bewegungsart spielt aber fast 
uberall eine wichtige Rolle, wo Massen, die in einer Linie, 
Flache oder im Raume continuirlicb vertheilt sind, sebr lang- 
sam zur Bewegung angeregt werden. Sie ist keine stationare, da 
sie nacb langer Zeit ihren Cbarakter vollig verandern kann, 
eher konnte man sie als angenahert stationar oder besser als 
langsam gegenliber der Wellenfortpflanzung in dem in Betracbt 
kommenden Gebiete bezeichnen. Um diesen Begriff scharfer zu 
fassen, wollen wir in dem eben besproebenen einfachen Falle mit 
w irgend eine Grosse bezeichnen, die sich auf den Zustand des 
Fadens an einer Stelle bezieht; z. B. die Entfernung der be- 
treffenden Stelle yon ihrer Ruhelage oder die daselbst herr- 
schende Geschwindigkeit etc. Ferner bezeichnen wir mit a die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der TransYersalwellen in dem 
Faden, mit l dessen Lange. Damit die Bewegung von der 
gesuchten Beschaffenheit sei, muss die Anregung folgende Be- 
dingung erfiillen. Es muss 

l dw B 

a dt 

klein gegeniiber den in Betracht kommenden Veranderungen 
des Werthes von w, also namentlich klein gegeniiber der Diffe- 
renz zwischen dem grossten und kleinsten der vorkommenden 
"Werthe des w sein, was wir etwa in der Form schreiben 
konnen: 

l dw B 

“ ~dT~~ ^ ^max ^min > 


der Index B driickt dabei den Werth an dem zur Bewegung 
anger egten Ende B aus. Wenn w eine Lange und w mQiX — w? min 
von der Grossenordnung l ist, so wird einfach dw £ jdt klein 
gegen a. Fur die Bewegung an irgend einer Stelle, die wir 
durch ihre Entfernung x vom fixen Ende A charakterisiren 
wollen, wird dann immer 


28 ) 


1 dw j j dw 
kL ' 9 ' dx 


sein. Fur die Wellenbewegung ist ja 
w = f(x ± a t), 
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daher: 

1 dw dw 

a dt dx 

28 giebt also in der That die Bedingung, dass die Geschwin- 
digkeit, mit der sich w andert, ftir die angeregte Bewegung 
yiel kleiner ist, als im Falle bemerkbarer Wellenbewegung. 

Bezeichnen wir mit y die Entfernung irgend eines Theil- 
chens des Fadens von dessen Ruhelage, so hat man bekannt- 
lich fur y die partielle Differentialgleichung : A^/ 

9 Q\ 1 d 2 y _ d 2 y 

a 2 dt 2 dx 2 ‘ 

Da fur die gesucbte Bewegung nach 28 

JL d *y 

a 2 dt 2 

gegen 

JL d "y 

a dxdt 

und dieses wieder gegen 

d 2 y 

dx 2 


yerschwinden muss, so reducirt sich dieselbe angenahert auf: 


was liefert: 

y = x <p {t) + y> [t\ 

und da fur x == 0 , y — 0, ftir x = l aber y gleich einer yor- 
geschriebenen Funktion f[t ) yon t sein muss, so folgt: 


y-Tfw- 

Da wir hier nur Annaherungsrechnung treiben, so hat es natiir- 
lich keine Schwierigkeit, nach bekannten Methoden den Grad 
der Annaherung weiter zu treiben. Bezeichnet man den ge- 
fundenen Werth yon y mit y v und setzt y = + y 2 , so liefert 

die abermalige Anwendung der Gleichung 29: 


30) 


y = + *9 w + 

wobei cp und yj jetzt so zu bestimmen sind, dass y % fur x = 0 
und x — l verschwindet ; es ist also : 

V = ° -sir 


JL 

<t v 






,u I J 


St 
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Man wiirde so eine Reihenentwickelung erhalten, deren Con- 
vergenz freilich eine begrenzte ist, welche aber, so lange sie 
convergirt, natiirlich mit der Losung durch willkiirliche Funk- 
tionen oder dem allgemeinen Integrale iibereinstimmt. 

Das Analogon zn dieser Reihenentwickelung bildet im 
elektromagnetischen Probleme die Beriicksichtigung der elektro- 
statiscben Wirkung veranderlicher elektrischer Strome, der 
ponderomotoriscben Wirknng erloschender Ringmagnete etc. 
In der Relation 28 sind die Differentialquotienten einer nnd 
derselben Grosse mit einander verglicben. Will man die 
zweier verscbiedener Grossen u nnd v vergleichen, so muss 
man bedenken, dass wahrend der Bewegung sich immer leben- 
dige Kraft in Arbeit nnd nmgekekrt umsetzt, also der Zn- 
wacbs der lebendigen Kraft nnd der Arbeit immer von gleicher 
Grossenordnung sein mnss. Die Differentialquotienten dieser 
Grossen konnen daher gerade so verglicben werden, wie in der 
Relation 28 die Differentialquotienten einer einzigen Variabeln to. 
Um dies zn versinnlichen, betracbten wir wieder eine elastiscbe 
Scbnnr AB, deren eines Ende A fix ist ? nnd charakterisiren 
irgend einen Pnnkt C der Scbnnr dnrcb seine Entfernnng x 
von A. Das andere Ende B soil aber jetzt longitudinal in 
der Ricbtnng der Geraden A C bin- nnd herbewegt werden. 
| sei die ebenfalls longitudinale Verschiebung des Pnnktes G 
ge gen B hin, £# deren Wertb fur x = l = AB. Wir konnten 
diese Aufgabe natiirlich gerade so wie die vorige behandeln, 
wollen aber jetzt die elastische Kraft p anf die Einbeit des 
Quersehnittes im Pnnkte C einfiihren. Ist E der Elasticitats- 
modul, so ist 

P = U^-. 

r ax 

Die lebendige Kraft des Fadenstiickes von der Lange dx ist: 

qqdx I dg \ 2 

2 \Tf) ? 

wobei q die Dichte der Snbstanz des Fadens ist. Die Arbeit 
der elastiscben Krafte in demselben Fadenstiicke ist be- 
kanntlich: 

dx -Gi ( d 2 
2 L \dx)' 

q ist der Querschnitt des Fadens. Da beide Grossen sich in- 
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oinamlor umsotzon m lissom, weim Wollcnbowogung ntattliudot, 
so nitissen ihro Zuwaohso von dersolbon Grihssenordmmg sein. 
Sot,/, on wir duller: 


u 



dx 1 


ho miLsson aueh die Zuwiiohso von u und v von derselben 
(•irbssonorduung s<*in. F(ir dio gegcmtlber dor Well cube wogung 
laugsame Bowegung muss dahor onispmdnmd deuRolationen28 


niolit nur gogon 

// u 


it x 


1 f / it 
tt it l 

sondorn aueh gegon ^ ^ 


versehwimbn, ehenso: 


«i) 


1 

a 


d /* 

lit KW* 


tl u 
tlx ’ 


Wir kbnmm mm din BowogungHgleiehung: 

tP & I (P 4: i> d* 4f 

d x* (P d P K d P 

fdr tin* lougitudinalon Hdtwingimgmi dor Sohmir in dor Form 
Hchroibon: 

tl r 1 d u 

d x a d l 

ntid hokommoti duhor fUr dio gosuc.hto Bowogung angonilliert: 

<lr tf>$ , 

tl x d x^ 

win IrtUmr, 


§ H. Auweudung dos vorigon Paragruphen auf Aoro- 
dynamik und Kloktriodtiitslohro (Asone, aphote Be- 

wogung). 

I>io im vorigon Paragraplien angeftihrten Beispielo er- 
seheimm von fast kindist-hor Einfachheit; do eh Bind nie die 
volikommomm Analog* m den LOaungen der Grundgleichungen 
d«« KbktromugnetismuH, welelie wir zunllchat ssu betraehten 
habtm. Wagon dor (mormon Fortpfianzungsgoflchwindigkeit er- 
zeugen nllmlieh alb biahor hekanntcm eloktromagnetischen Er- 
rogungon bless Bowegungon den Aethers, welche den eben be- 
aprochonon Gh&raktor habtm, mil einziger Auanahme der Lieht- 
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erscbeinungen und der von Hertz entdeckten elektrischen 
Wellen, wo aber anch in Entferimngen von der Erregungs- 
stelle, welcbe klein gegen die Wellenlange sind, die Bewegung 
nock nabezu den Cbarakter der eben besprocbenen bat 1 ); ich 
werde darauf in einem spateren Tbeile dieser Yorlesnngen zu- 
riickkommen. 

Eine erscbopfende Analyse der Natur der besprocbenen 
Bewegung wxirde mich yiel zu weit fiibren; dieselbe miisste 
jedenfalls zur Bedingung 27 fur die Anregung nocb die weitere 
binzufiigen, dass dieselbe nicbt allzulange mit einer Periode, 
welcbe ein exaktes Yielfacbes der Scbwingungsdauer irgend einer 
Eigenscbwingung des angeregten Korpers ist, gedauert baben 
darf, da dann, besonders wenn jede Dampfung ausgescblossen 
ist, ein Ausnabmsfall eintritt. 

Nocb eines Specialfalles will icb im Yoriibergeben Er- 
wahnung tbun, namlich der Bewegung eines Gases, in welcbem 
der Druck p auf die Flacbeneinheit und die Dicbte q durcb 
das Gesetz p = C q 71 yerkniipft sind. Sind u, v, w die Ge- 
schwindigkeitscomponenten an irgend einer Stelle, so ist 

U 2 + V 2 + w 2 
? 2 

die lebendige Kraft der Volumeinbeit. Die Scballgescbwindig- 
keit ist: 

a = ^nC Q n ~ 1 . 

Die Arbeit in einer Gasmasse, welche bei der Dicbte p 0 die 
Yolumeinbeit erfiillte, ist: 

?o jp d ~ = + const - 

Es sind also die Zuwacbse yon 

o v? und - . g n - 1 

yon derselben Grossenordnung; daber aucb die der Quadrat- 
wurzeln dieser Grossen, und wenn man yoraussetzt, dass 
und q yon derselben Grossenordnung sind, auch die yon 

Q u 

oder, wenn njn—1 eine endlicbe Zabl ist, die yon qu 

*) Yergl. Hertz, Ausbreitung d. el. Kraft, S. 151; Wied. Ann. 
Bd. 36, S. 5, 1888. 
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und a q. (Ftir n = 1 muss der Beweis besonders gefuhrt 
werden, was ich bier bei Seite lasse.) Setzt man daber: 

a q = k, q u = Z, qv = m, () w = n, 
so sind die Aenderungen dieser Grossen von derselben Grossen- 
ordnung. Die Continuitatsgleicbung nimmt daber die Form an : 

1 dh dl dm dn ~ 

~ ~dT + + TUT + ~ 

Es muss daber nacb den friiber aufgestellten Principien das 
erste Glied gegen jedes der ubrigen verschwinden, und man 
bat angenabert: 

dl dm dn 

~dx + TTyT + T*T ~~ u * 

War die Dicbte anfangs iiberall dieselbe, und bewegen sicb die 
Umbiillung und etwa eingetaucbte Korper so, dass das Vo- 
lumen nicbt verandert wird, so wird daber die Dicbte burner 
nabezu dieselbe bleiben, und das Gas sieb wie eine incom- 
pressible Flussigkeit bewegen. Aendert sicb das Volumen, so 
konnen aucb langsame, aber in der ganzen Gasmasse burner 
nabezu gleiche Dicbtenanderungen Yorkommen. 1 ) Bei ent- 
sprecbender Anregung kann die Stromung auch wellenartig 
sein, z. B. wie die Wellen einer incompressiblen Flussigkeit. 
Man muss also sagen: die Bewegung ist langsam beziiglicb der 
Ausbreitung der Scballwellen in dem in Rede stebenden Raume, 
wofiir wir mit einem Worte ason sagen wollen. 

Ueberbaupt konnen derartige Bewegungen aucb nocb den 
Cbarakter von Scbwingungen baben; so kommt z. B. den 
Transversalscbwingungen einer gespannten, an beiden Enden 
befestigten Saite, welcbe in der Mitte mit einer im Vergleicb 
zu ibrer Masse sebr grossen Masse belastet ist, oder eines 
Drabtes, welcber, unten mit einem Gegenstande yon sebr grossem 
Tragheitsmomente belastet, Torsionsscbwingungen macbt etc., 
ganz der Cbarakter dieser Bewegungen zu. 

Dasselbe gilt aucb Yom Aetber. Wir wollen daber Aether- 
bewegungen, wobei die Anregung so langsam erfolgt, dass 

x ) In den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen sind die Yer- 
anderungen von qu? und p = G q n yon derselben Grdssenordnung; es 
konnen daher die Aenderungen von q , nicht aber die von p vemacli- 
lassigt werden. Es bleiben daher die ubrigen hydrodynamisclien Bewe- 
gungsgleiebungen unverandert. 
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Wellen von der Fortpflanzungsgescbwindigkeit des Licbtes oder 
der Hertz ’sclien Wellen ausgeschlossen sind, mit einem Worte 
als apbot bezeicbnen, wobei wir freilicb unter cpcoq nicht bloss 
die auf die Netzhaut wirkenden Aetberscbwingungen, sondern 
auch die strahlende Warme nnd Hertz ? scben Scbwingnngen 
versteben. Dabei konnen nocb immer langsamere stebende 
Scbwingungen, z. B. oscillirende Condensatorentladungen, statt- 
finden, aber die dnrcb sie erregten Hertz ’scben Wellen sind 
in Raurnen von den Dimensionen der Laboratories ja selbst 
der Erde, absolut unmessbar. 

Wir haben bereits bemerkt, dass abgeseben von den Er- 
scbeinungen des Licbtes nnd der strablenden Warme und der 
Hertz ’scben elektriscben Scbwingungen alle bekannten Er- 
regungsarten elektromagnetiscber Erscbeimmgen wegen der 
enormen Fortpflanzungsgescbwindigkeit der elektromagnetiscben 
Wellen den Bedingnngen 27 geniigen nnd daber apbote Aetber- 
bewegnngen erzeugen, bei denen die eigentlicbe Wellennatnr 
des Elektromagnetismns vollig verborgen bleibt. 

Urn die den Beziebnngen 31 analogen fnr den Aetber zn 
finden, mussen wir bedenken, dass dabei, wenn uberbaupt 
zwiscben den Grossen P, Q, JR einerseits nnd a, ft, y anderer- 
seits ein bemerkbarer Umsatz stattfindet, das Princip der Er- 
baltnng der Energie gewabrt bleiben muss, also die Zuwacbse 
der in den Gleicbungen A nnd B recbts stebenden Addenden, 
daber ancb die von 

Pfl), Q -fD, RlfD, alfM, / fM 

nnd da JD nnd M. endlicbe Zablen sind, ancb die von P, Q, JR, 
a, ft, y von derselben Grossenordnung sein mussen. Diese 
Grossen spielen also die Rolle der in der Relation 31 mit 
u nnd v bezeicbneten Grosse. 

Nun ist aber D die Portpflanznngsgescbwindigkeit der 
elektriscben Wellen im Luftraume. Entsprecbend der Beziebung 
31 muss daber in den Gleichungen D die linke Seite gegen die 
Glieder der recbten zn vernacblassigen sein nnd man erhalt: 

oq\ d# _ d Q dP _ dR d Q __ dP 

' dy d% ’ dx dx ’ dx dy ’ 

Pindet dagegen kein nennenswertber Umsatz zwiscben den 
Grossen P,Q,R und cc,ft,y statt, so miissen eo ipso in den 
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Gloiohungen I) die Gliedor, welcho die orsteren drei Grdssen 
onthalton, soparat verschwindon and ebenso die, wolclte die 
letztoron onthalton , was winder zu don Gloiohungen 152 fiihrt. 
Ann donselbon folgt: 

:s:t) /'« - d ' r , a - - d<r , /; « _ d( <' . 

Wir brnuehon nun n u r mehr cine Gloiohung zur Bostimmung 
von <f , and da is), os am hasten, die Kliminationsgleielning 
von a, (-1, y aus don Gloiohungen 0 zu bon Utzon, also die 
Gloiolmng: 

l d nliP Pi d(l>Q) d(l>/{) | dh(l’+X) 

4 n ill I dx dy _t ' d% .1 ~ l ~ dx 

lfla ^ I . d UQ n . d 1,(11 4 - ’/) 

1 '■ dy + i, =s0 » 


welcho, da Htci ohne jcuic^ VoruachliiHRigung gebildot int, unter 
ailtm UmHtllmlon golton muss, Wir kbnnon jetzt auB 16a 
mui IVd die Urbason /\ Q< A 1 ganz unabh&ngig von a, /?, y be- 
Htimmmt, wozu wir sofort im niiehsten Paragraph schreiten 
woihrn, 

Wir bomorken him* nur noch, dass flir die aphote Be- 
wegung huh douiHolben Grunde in don Gloiohungen G die linke 
Hoi to verschwimltd. Man orhiilt (labor, wonn L einon sehr 
groHMim Worth hat: 


«■*) 


d ft tt f 

d \ d y 


4 n L 
1 


(/*+ X), 


d f d tt 

d m d v 


d tt 
dy 


d(t 

dx 


4 7 i L 




4 n h 


(Q+i r ), 


1st dagogrm A kloin, so folgt einf&ch: 


,l r m il r 

dx dy d x 


d a d tt 

d v a y 


d$ 

dx 


assa 0 , 


Koruor folgt noch, obonfalls unabhllngig von jeder Vernach- 

lltssigung, aus 1): 



Dio Botmohtungon dieses Paragraphen, sowie ahnliche, 
dio wir spilter noch lifters anstellen werden, sind natttr- 
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licb fiir denjenigen vollkommen iiberfliissig, der sicb nacb 
Kircbboff’s Vorgang gewobnt bat, zuerst bloss partikulare 
Integrale der allgemeinen Differentialgleicbungen binzuscbreiben 
und erst nacbher deren pbysikalische Interpretation zu sucben. 
Derselbe ist jedocb im besten Falle nicbt reicber als wir, wenn 
wir nur, nachdem wir uns den pbysikabscben Grand zu ver- 
anscbaulicben gesucbt baben, warum gerade diese partikularen 
Losungen eine so wicbtige Eolle spielen, und -warum nicbt 
noch andere eine gleicb wichtige Eolle spielen, nocb jedesmal 
den Nacbweis liefern, dass die gefundenen Wertbe aucb den 
exakten Differ entialgleicbungen obne jede Vernacblassigung 
geniigen. 


Fiinfte Vorlesung. 


10. Begriff der freien Elektricitat. 


Mit Biicksicbt auf die Gleicbungen 38 kann man die 
Gleicbung 15 aucb so scbreiben: 


15a) 


— 


1 

4 it 


d 

dx 




Ferner sind nacb den Formeln 22, sobald die Glei- 
cbungen 33 erfiillt sind, die Krafte , welcbe ausser den ausseren 
elektromotorischen Kraften, also durcb scbeinbare Fernwirkung 
im Bilde auf die Einbeit der Elektricitat wirken, 


— dcpjdx , — dcpjdy, — dcpjdz . 

Es ist also cp das elektrostatiscbe Potential. Es ist in alien 
elektriscben Maasssystemen iiblicb, cp so zu messen, dass seine 
negativen Ableitungen nacb den Coordinaten obne weiteren 
Faktor die Krafte auf die Elektricitatseinbeit geben. Die 
Gleicbungen 33 gelten daber unverandert in alien Maasssystemen. 
Ware in einem anderen Maasssysteme P h = h.P, so miisste 
aucb der im anderen Maasssysteme gemessene Wertb des cp, 
den wir <p h nennen wollen, gleicb hep sein, dagegen ist nacb 
15h s = ha n , daber 

= «* = — D A cp 14:7th 2 
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Da wir vorauKHtttzon, (lass dio oloktroinagnetisclio Storung 
iji unemlliclmr Ent, forming jo don falls iinmerklioh wird, so 
mUnson dii' Abloitungeu von <f nadi den Coordinaten im Un- 
(utdlicdK'n ve.rNoliwinden, und wir kdtmou dio zu <p liinzutrcteude 
Oonslmito, da nut aus don (-» loiolmngen herausfallt, so walilen, 
daHH auo.lt </ HolltHt, im Unendlio.hen ventohwindet. Wenn man 
znr idontiHohon Dleiclmng <P P / i/x 3 - - d l P / ,1 :r. s dio nacli z 
iliflerentiirto zwoifo and die tnic.lt y (liHerontiirto dritte der 


( ileieltmigon 82 addirf, so erhiill, man hierzti nodi: 


AP 


i7 'v 


n d (dl* d{) dll) 

* dx \dx ^ dy 'r d x j 

Ha analogo Uloiolmngon fllr A ( b > und All gotten, so sielit 
man, daws diojenige Funktion <p, doron negative Ableitungen 
each dim Coordinate gloioh l\ Q, II sincl, dio Potentialfunktion 
cdner Masse sein muss, doron Pichto in oinom boliebigen Vo- 
lumolemonto d r gloioh 


i Ur d q d u\ 

4 71 \dx dy dx) 

ist, Dio Potontialihoorio biotot (labor cun willkommenes Mittel 
zur I diming allor ohwehliigigcm Aufgaben, oin Umstand, der 
ilbrigmiH iminor eintritt, Hobahl gowiaso Grdsscn die partiellen 
Abltdiungen einor Funktion naoh don Coordinaten sind (be- 
wngto Flilsidgkoit, in dor oin sogonanntos Gesehwindigkeits- 
poionUul oxistirt ote.). 

Trot/. din* Unboquomliehkoit, wolcho die Einitihning oin or 
willkftrlinhon (Joustanion hat, doron Worth natiirlioh auf das 
Unsultat olme Kiulluss i«t, ompliahlt os sieh dooh, obigen Axis- 
drunk uooh mil tvinor soloheu m niultipliciren, also eino Mass© 
vm fmgiren, wolcho don ttaum so orfiUlt, dass ihro Dichte im 
VolumoUmumto d r don Worth: 


also mil. Rileksiehi an 

» 5 ) 


b (dl* d(J dR\ 

4 jt \f/ x d y d ) * 

f dio Gloiohnngon 8^den Worth: 


hat, wobai b eino boliebige, fiir alio JKbrper zu alien Zeiten 
oonstante Zahl mt Wer will, kann ja i miner b = 1 gesetzt 
d cm ken. Eh Int dann (p das Potential einor Masse, die den 
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Raum mit der Diclite a r -jb erfullt; d. h. der Werth. von cp in 
irgend einem Punkte A des Raum.es (dem Aufpunkte) ist 


36) 


cp 




£fd T 


wobei dr ein Volumelement, a f der dort herrschende Werth von 


+ dJR\ 

An \dx dy d%) An » 

und p die Eiitfernnng des Volumelementes vom Aufpunkte ist. 
Die Integration ist liber alle Volumelemente aller elektrisch 
wirksamen Korper, also, wenn man will, iiber den gesammten 
unendlichen Raum zu erstrecken, da ohnedies s f = 0 ist, wo 
sick keine wirksamen Korper befinden. Wir nennen a f die 
Dichte der freien Elektricitat an der betreffenden Stelle. Eiir 
Luft ist D = 1. Setzt man daher, was wir meistens thun 
werden, b = 1, so ist fiir dieses wichtige Dielektricum die freie 
Elektricitat mit der wahren identisch. Fiir andere Dielektrica 
dagegen werden wir durch eine besondere Hypothese liber das 
Verkalten derselben (die dielektrische Polarisation) a f mit a w 
in eine einfache Beziehung zu bringen suchen, wo von im 
nachsten Paragraph die Rede sein soil. 

Wir konnen den Begriff der freien Elektricitat gerade so 
wie den der wahren auch in dem vollkommen allgemeinen 
Falle, dass die Grleichungen 32 nicht gelten, festhalten, indem 
wir auch dann noch setzen: 


37) 


_b__ (dP_ dQ dR\ 

^ A n \ dx dy d%) 

und dabei immer cp als durch die Gleichung 36 definirt be- 
trachten. Wir konnen dann P, Q , B in zwei Theile zerlegen, 
indem wir setzen: 


s8 > 

Da wir P, Q,B als die Componenten der elektrischen Kraft 
bezeichnen, so konnen wir 

d cp dcp dcp 

dx 7 dy 7 dx, 

als die der elektrostatischen, P 1 ,Q 1} B 1 als die der elektro- 
dynamischen bezeichnen; letztere Grossen werden daher die 
Bedingung erfullen: 
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m 


di\ 

1 1 X 


d (,\ d L\ 
d y d x 


0 . 


D*oho Zerlogung wird Uborall von Vortheil sein, wo sich die 
Bewogung dor aphoten einigermaassen niihort, bo dass die dor 
Formed HO anulogo lioiheuumtwiokohing ranch convorgirt; fur 
sehr Mchnello olektrischo Stdiwingungen, wo dieso Reihon- 
ontwickelung violloicht sogar divorgirt, wird diene Zorlegung 
olme Nutzen sein. b ist natiirlich nioht otwa cine Naturcon- 
slanto, sondora cine von uns willkUrlieh gowahlte Zahl, von 
dorcm Worth die Resultato ganz unabhilngig si ml. 

Es ist abet* bezitglieh don Integrals dor Formed 80 noch 
Folgondes zu bemorken. Wir donken uns nach dem Prinoip der 
Ooniinuitiit dor Uebergango die Trennungstliicho zweier Korpor 
immor ho beHohaffon, als ob sio angoseben warden konnte als 
nine eontinuirlieho, wean auo.h sehr dttnno Uebergangsschicht. 
Wir mllsson dahor in dem Integrate der Form el 86 auch 
die siimmtliehen Volumelomente allor IJoborgangBsehichton mit 
tdnbogreifeu. In diesen XJebergangssehichten wird sich im 
Allgememen f\ Q , K sehr raseh lindern kftnnen. Dio Volum- 
domento darnellum warden also, obwohl ihro Summe sehr 
kloin ist, doch oiturn ondlichen Botrag zum Integrate 86 bei- 
tragen kftnuen, and oh ist hiiufig gut, diesen Botrag gesondert 
vou dem, wolehen das Innero des Kdrpers liefert, an- 
zusehreibeu. 

Wir bezeiehnen mit da oin Oberflikdrenetement oinor 
sotehen UoborgangKHohieht, and logon zunllehsi die Abscisseri- 
axo senkrocht zu do. Der UcbergangsHchicht selbst schreiben 
wir nine, wtrnn aueh nehr geringe Dicke rV zu, fassen also das 
Eb*mont do der Ueborgangi&chicht als einon Cylinder Z von 
der Basis da und der Httho S auf. Die gesammte in diesom 
Cylinder enihaltene wahra Etektrioitlit bezoiclmen wir mit M ni d a 
und nennen die Flilehemdiehto der wahren Eiektricit&t. 

Wir zorlogon S noch waiter in unendlich vide, unendlich 
kleine Elemente, doron nines dx heissen mag. Der Cylinder 
mit der Basis do und der H5he dx ist darm ein Volum- 
olement dm Cylinders Z. Die im Cylinder von der H5he dx 
und dor Basis do enihaltene wahre Elektricit&t ist darm 
$ w dodx« Integriren wir dies Uber den gesammten Cylinder Z f 
no erhalton wir 
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s w do dx 


\d{BP) d(D Q) ^(■P-S) ] dxdo 


dx dy dz 


dxdo 
A n 


Behandelt man dieses Integral gerade so, wie die Integrale der 
Formel 10a, so ergiebt sicb dafiir der Werth 


{Z^-X'PJdol 4#, 

wobei mit dem Index 1 die .Werthe unmittelbar an der 
Trennungsschicht, aber auf der der positiven ^-Richtung zu- 
gewandten Seite, mit dem Index Null aber die Werthe auf 
der entgegengesetzten Seite bezeichnet werden. Es ist also 

^ 4ttT ^1 A ?o) * 

Hat die .r-Axe eine beliebige Richtung, so ist 

wobei A die in Formel 19 definirte Componente des Vektors 
in der Richtung der Normale n zu do ist. Diese ist 
von der Seite, fur die der Index Null gilt, gegen jene hin 
zu ziehen, auf die sich der Index 1 bezieht. G-erade so, 
wie bei der wahren, wollen wir auch bei der freien Elektricitat 
f s f dr die gesammte in einem Raume befindliche freie Elek- 
tricitat nennen. Auch die Flachendichte der freien Elektricitat 
auf dem Flachenelemente do konnen wir ganz analog wie bei 
der wahren Elektricitat definiren und finden. Man hat also 


allgemein: 


(D 1 2? 1 -D q X 0 ) = 


T) d ffo 
o dn 


T) ^ ( ^ 1 
^ dn 


Hf— — IN — 2V ■) == — — 42l) . 

I ^ An ^ 1 An \dn dn) 

Dabei bezieht sich das letzte G-lied jeder Gleichung auf den 
Fall, wo die Gleichungen 33 gelten, und es driickt djdn eine 
Differentiation in der Richtung der im eben definirten Sinne 
(von Null gegen 1) zu ziehenden Normale aus. Da alle Punkte 
des Flachenelementes do vom Aufpunkte nahezu dieselbe Ent- 
fernung q haben, so liefert die auf d o befindliche freie Elektri- 
citat in das Integrale 36 den Betrag d2 f do/Q. Die Gleichung 16 
aber verwandelt sich in 


“f + A r ,) + 4 Ki + K) . 
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S ist die in Formel 19 definirte Componente des Vektors X , 7 \ Z , 
also der ausseren elektromotoriscben Kraft in der Richtung n. 
Wenn in der betreffenden Trennnngsflache zwei Isolatoren an 
einander grenzen, nnd niemals aussere elektromotorische Krafte 
gewirkt baben, so gilt natiirlich in jedem Volumelemente 
ihrer sebr kleinen Dicke die Gleicbung 16 mit L — 0. Wenn 
daber vor Beginn aller elektrischen Storungen die wahre Elek- 
tricitat gleich Null war, so wird dies auch fur alle spatere 
Zeiten gelten, und man bat 

42) A^-B„|J. 

Das Integrale der Formel 86 ist nun nicbt bloss Tiber alle im 
Innern der Korper liegenden Volumelemente, sondern aucb 
uber alle Volumelemente aller Uebergangsscbicbten zu er- 
strecken. Wir wollen, um dies durcb ein Zeicben in Er- 
innerung zu bringen, einem so zu verstebenden Integrale immer 
den Index U beiftigen, einem Integrale aber, welcbes bloss 
liber Volumelemente zu erstrecken ist, die sicb im gewobn- 
licben Sinne im Innern von Korpern befinden, den Index J. 
Dann konnen wir die Formel 86 in der Form scbreiben. 



§11. DritterZug des Bildes. Begriff der dielektrischen 
Polarisation. 

Der Begriff der freien Elektricitat wiirde wenig Nutzen 
bringen, wenn er sicb nicbt wieder durcb eine sebr anscbau- 
licbe Vorstellung mit dem der wahren verkniipfen liesse, welcbe 
also einen neuen Zug unseres Bildes darstellt. Wir denken 
uns in einem Isolator die neutrale Elektricitat zwar unfabig, 
fortzustromen, aber fabig, sicb in den einzelnen Volum- 
elementen zu verschieben, was wir die dielektriscbe Ver- 
schiebung nennen wollen. Den dadurcb hervorgerufenen 
Zustand der Volumelemente nennen wir deren dielektriscbe 
Polarisation. 

Betracbten wir ein parallelepipediscbes Volumelement, 
dessen Kanten dx, dy , dz den Coordinatenaxen parallel sind. 
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Yon den beiden zur Abscissenaxe senkrechten Endflacben des- 
selben soil sicb in Folge der dielektrischen Yerscbiebung anf 
der der positiven Abscissenaxe zngewandten (recbten) Seiten- 
flache die positive Elektrieitatsmenge 

— • r dy dz, 

4ti J 1 

auf der der negativen Abscissenricbtnng zngewandten die 
gleiehe negative Elektrieitatsmenge ansammeln. Nach der uni- 
tariseben Anscbauung wtirde sicb nur auf der recbten End- 
flacbe diese Elektrieitatsmenge ansammeln, wahrend auf der 
vis a vis liegenden ein gleicb grosser Mangel entstiinde. 

Nacb Analogie mit dem magnetiseben Momente nennt 
man die Grosse 


44) ^dxdydz = P d x dy dz 

das dielektriscbe Moment des Volumelementes dxdydz in der 
Abscissenricbtung, £ aber das dielektriscbe Moment der Yolum- 
einbeit in der Abscissenricbtung. 

Dasselbe gilt von der y - und sr-Richtung. Die Verschie- 
bungen in den benaebbarten Yolumelementen werden gefunden, 
indem man in obigen Ausdrucken x + dx, resp. y + dy , 
z + dz statt x,y,z setzt. Daraus findet man in bekannter 
Weise, dass die dielektriscbe Verscbiebung der neutralen 
Elektricitat zur Folge hat, dass im Volumelemente dxdydz 
der Ueberscbuss 


45) 


b dxdydz 
4 n 


dP dQ dR 
,dx ‘ dy ' d% , 


dxdydz 


4 7t 


d{DP) 


dx 


+ 


d(D Q) d{DB) 


+ 


Sydx dy d z 


dfyu d% 

positiver liber negative Elektricitat entstebt. Wir nennen diesen 
Ueberscbuss die durch die dielektriscbe Polarisation im Isolator 
auftretende oder in das Yolum element bineingesebobene Elektrici- 
tat, 6p ibre Dicbte. 

In unserem Bilde miissen wir nun annehmen, dass die 
gesammte Elektricitat in die Feme wirkt. Da von der nicht 
versebobenen neutralen Elektricitat immer gleicb viel positive 
wie negative vorbanden ist, so ist unter der gesammten Elek- 
tricitat die Summe der wahren und der durch dielektriscbe 
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Polarisation anftretenden zu verstehen, welche Summe wir die 
freie Elektricitat nennen. Ikre Dichte ist also e f == e w + e p , 
wofur wir nach Substitution der Werthe 45 und 15 wieder den 
Wertb 37 finden, so dass also der nene Zug unseres Bildes 
exakt die Beziehung zwischen der wahren und freien Elek- 
tricitat darstellt. Unter cp ist daher lediglick das Potential 
der durck b dividirten freien Elektricitat zu versteken. 

Die durck dielektriscke Polarisation auftretende Elek- 
tricitat macht eine gleiche, entgegengesetzt bezeicknete Menge 
der wahren Elektricitat unwirksam. Nennt man diese unwirk- 
sam gewordene die gebundene Elektricitat, so ist ikre Dickte 

Bg = 8p. 

In unserem Bilde werden wir weiters annehmen, dass die 
gesckilderten dielektriscken Yersckiebungen ebenfalls durck die 
auf die neutrale Elektricitat wirkenden Krafte P, Q , B erzeugt 
werden. Betrackten wir zuerst den Pall, dass keine ausseren 
elektromotoriscken Krafte wirken, dann wirkt nack Formel 22 
die Kraft P auf die Mengeneinheit der positiven neutralen Elek- 
tricitat in der positiven Absciss enrich tung. Wir miissen also 
in unserem Bilde annehmen, dass 

46) s = 

ist; also dass das dielektrische Moment der Yolumeinheit pro- 
portional und gleickgericktet mit der auf die Elektricitats- 
einkeit wirkenden Kraft ist. Wir kaben den Proportionalitats- 
faktor e vS : genannt, weil v. Helmholtz 1 ) denselben mit a be- 
zeicknet. Stefan 2 ) nennt diesen Proportionalitatsfaktor die 
Elektrisirungsconstante und bezeichnet ikn mit h . 

Wir konnen daher den neuen Zug unseres Bildes dakin 
vervollstandigen, dass wir annehmen, dass diese dielektriscke 
Y'erschiebung eine der sie erzeugenden Kraft P gleicke, aber 
entgegengesetzt gericktete Molekularkraft weckt, welcke dieser 
das G-leichgewicht halt. Die dielektriscke Yerschiebung schreitet 
daher immer so weit vor, bis jene Molekularkraft gleick der 
elektriscken Kraft geworden ist. 


x ) G-esamm. Abh. Bd. 1, S. 616. 

2 ) Wien. Ber. Bd. 70, S. 634, 1874. 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 4 
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Die nach unserem Bilde zur Dielektrisirung erforderliche 
Arbeit finden wir wie folgt. 

Wachst i nm so kann man sick die Sache so denken, 
als ob die Elektricitatsmenge + d%,dy dz von der einen End- 
flache auf die andere des Parallelepipeds versckoben wurde, 
nnd dadnrck auf der anderen die Elektricitatsmenge — d^dydz 
frei wurde. Die erstere Elektricitatsmenge wird also urn die 
Strecke dx versckoben. Auf sie wirkt die elektriscke Kraft 
P d%dy dz\ die Arbeit dieser Kraft ist daker 

Pd$ dx dy d z = —^—dxdydz^cd^ 

e vH 

Grenau gleick ist die Arbeit der Molekularkraft, welche der 
elektrischen immer das Grleichgewicht halt. Die gesammte 
molekulare Arbeit also, welche bekufs Erzeugung der dielek- 
triscken Polarisation £ in der Volumeinheit iiberwunden werden 
muss, ist in unserem Bilde: 


47) 


f _ fv3_ 
2 


P 2 = 


P 2 

8 7 V 


(p-b). 


Es ist aber wohl zu bemerken, dass alle diese Yorstellungen 
blosse Yeranschaulichungen der Resultate sind, die vollstandig 
in den in der ersten Yorlesung abgeleiteten Grrundanschau- 
ungen und Grrundgleichungen entkalten sind und sick daraus 
mit Notkwendigkeit ergeben. Sie sind also keineswegs neue 
Annahmen, sondern bloss neue Bilder, durck welcke wir uns 
versckiedene Consequenzen der in der ersten Yorlesung ge- 
wonnenen Grrundgleichungen versinnlicken. 

Es sei hier nock zweierlei bemerkt. Dielektriscke Polari- 
sation wurde allerdings in Metallen nock nickt constatirt. Wenn 
man daker dem JD in alien Metallen denselben Werth ertkeilte 
und dann b gleick diesem Werthe setzte, so dass in Metallen 
keine dielektriscke Yersckiebung der neutralen Elektricitat auf- 
trate, so wiirde man in keinen Widerspruch mit der Erfakrung 
geratken. Allein, selbst im Wasser wurde bereits dielektriscke 
Polarisation nackgewiesen, und wenn man auck die Elektricitats- 
leitung des Wassers, da sie elektrolytischer Natur ist, nickt gel- 
ten lassen wollte, so ware es dock sckwer, alien dielektrisch 
polarisirbaren Korpern jede metallische Leitungsfahigkeit abzu- 
sprechen, sckon weil dadurck der continuirliche Uebergang von 
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den Nichtleitern zu den Metallen immer nur durch ein und 
dasselbe nichtleitende und nicht dielektrisirbare Medium statt- 
finden miisste. J edenfalls wiirde darin eine nicht gerechtfertigte 
Specialisirung der Maxwell’ schen Theorie liegen, welche jeden 
Augenblick durch das Experiment widerlegt werden konnte. 

Man wird also besser thun, sich auch die Metalle der 
dielektrischen Polarisation fahig zu denken. Es kann dies in 
zweifacher Weise geschehen. Wir denken uns erstens in den- 
selben nur einerlei neutrale Elektricitat und nehmen an, dass 
jedes Theilchen derselben genau die Summe derjenigen Yer- 
schiebungen macht, welche es in Eolge der Leitung fur sich 
allein und in Polge der dielektrischen Polarisation fiir sich 
allein erfahren wiirde. Wir konnen aber auch zweitens in den 
Leitern zwei G-attungen neutraler Elektricitat annehmen, wovon 
die erste (Stromungs elektricitat) durch ihr Fortstromen die Er- 
scheinungen der Elektricitatsleitung vermittelt und sich also 
ganz so verhalt, wie wir es in der dritten Vorlesung fur die 
neutrale Elektricitat in Leitern gefunden haben, wogegen die 
zweite (die Yerschiebungselektricitat) sich ganz so wie die neu- 
trale Elektricitat in einem nicht leitenden Dielektricum verhalt. 
Da jede Gattung neutraler Elektricitat urspriinglich ein Gemisch 
von gleich viel positiver und negativer Elektricitat ist, so wird 
sich keine derselben sonst noch irgendwie bemerkbar machen. 
Wiewohl die zweite Ansicht complicirter als die erste ist, so 
wollen wir sie doch ihrer grosseren Klarheit wegen adoptiren, 
da es sich ja ohnedies nicht urn etwas Reales, sondern bloss 
urn moglichst klare Bilder zur Yersinnli chung der Consequenzen 
der Grundgleichungen der ersten Yorlesung handelt. Wir er- 
reichen dadurch noch einen Yortheil. 

Wir konnen namlich im Falle der Wirksamkeit ausserer 
elektromotorischer Krafte annehmen, dass diese bloss auf die erste 
Gattung der neutralen Elektricitat, nicht auch auf die zweite 
wirken, so dass fur die dielektrische Polarisation auch bei Wirk- 
samkeit ausserer elektromotorischer Krafte noch dieFormeln 46 
und 47 gelten, nicht aber £ = e vE {P + Y) ist. Die allerdings 
natiirlichere Annahme, dass die ausseren elektromotorischen 
Krafte auch auf die zweite Gattung der neutralen Elektricitat 
wirken, wiirde in keinem durch die Erfahrung controllirbaren 
Resultate von der entgegengesetzten abweichen, da ja weder 

4 * 
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die scheinbareFernwirkung der Stellen, wo hydro- oder thermo- 
elektromotorische Krafte ihren Sitz haben, noch auch die you 
Glasstangen im Momente, wo sie gerieben werden, bisher 
beobachtet wurde. Moglich, dass die Maxwell’ sche Theorie 
einer betreffenden Erganzung bedarf. Doch hier wollen wir 
an der letzteren nnd an der Form, in der wir die Krafte X, 
7, Z einfulrrten, festhalten nnd das Bild immer so construiren, 
dass es die Gleichungen der ersten Yorlesnng genan wieder- 
giebt, indem wir annehmen, dass die ausseren elektromoto- 
rischen Krafte anf die zweite Gattung der nentralen Elek- 
tricitat nicht wirken. Yon den hydroelektromotorischen Kraften 
konnte naan z. B. yoranssetzen, dass sie ihren Ursprung darin 
haben, dass dnrch chemische Wanderung der ponderablen 
Atome die neutrale Elektricitat erster Gattung dislocirt wird, 
ohne dass dadnrch die dielektrische Polarisation irgendwie be- 
einflnsst wird. 

Wir werden iibrigens auf diesen Gegenstand noch einmal 
(§ 27 Gleich. 95) znruckkommen und dort anch eine Substitution 
far X, T 3 Z kennen lernen, welche bewirkt, dass die ausseren 
Krafte gleichmassig zu 


JD_ dP_ 
D dt 


und 


4 n L j) 


hinzutreten. 

Yon grosser Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. 
Gemass den Gleichungen 22 sind in Abwesenheit ausserer 
elektromotorischer Krafte die Componenten der Krafte, welche 
in unserem Bilde auf die Mengeneinheit der neutralen Elek- 
tricitat wirken, gleich T, Q, A. Sind die Gleichungen 33 er- 
fiillt, so ist <p deren Potentialfunktion , und da cp nach der 
Gleichung 36 als das Potential einer Masse von der Dichte 
e f jb aufgefasst werden kann, so ist diese Kraft dieselbe, als 
ob jede Menge e f freier Elektricitat auf jede in der Entfer- 
nung q befindliche Menge e n der neutralen Elektricitat mit 
der Kraft 


e f e n 

b 


48) 

wirkte. 
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§ 12. Elektrostatik. 

Den Nutzen der Einfiihrung des Begriffes der freien 
Elektricitat tritt in ein helleres Licht durch Betrachtung spe- 
cieller Beispiele. 

Wir nehmen nun zunachst an, dass friiher beliebige aussere 
elektromotorische Krafte gewirkt haben, dass deren Wirksam- 
keit aber zu einer gewissen Zeit aufgehort hat, und betrackten 
den Zustand, welcker lange Zeit nack dem Aufhoren der ausseren 
elektromotoriscken Krafte zuriickgeblieben ist. Da der Zustand 
jedenfalls apkot geworden ist, so gelten die Gleichungen 33. 

Wir wissen, dass nack Formel 8 in der Zeit- und Vo- 
lumeinkeit die Energie P (P 2 -f- Q 2 + P 2 ) in Warme umge- 
setzt wird. Dieser Umsatz kann nickt ins Unendlicke dauern, 
da sonst unendlick viel Energie vorhanden sein musste; er 
muss also nack einiger Zeit aufkoren und dann muss iiberall, 
wo L nickt gleick Null ist, P == Q = R = 0, also qc? constant 
sein. In den Korpern aber, woi = 0 ist (den Isolatoren), ist 
iiberkaupt die wakre und neutrale Elektricitat festgenagelt, 
daker kann <p nur Funktion der Coordinaten, nickt der Zeit sein. 

Wollte man dies fur Isolatoren nockmals aus denGrleickungen 
beweisen, so wiirde man sick leickt uberzeugen, dass nack einem 
bekannten Satze der Potentialtheorie, wenn in den Isolatoren die 
mit der Zeit unveranderlicke Volum- und Flackendickte der 
wahren Elektricitat, auf jedem verbundenen Leitersystem aber 
der Gesammtbetrag der Elektricitat gegeben ist, <p durch die 
Gleickungen 15 a und 40, ferner die Bedingung seiner Constanz 
in alien Leitern und seines Versckwindens im Unendlicken ein- 
deutig, unabkangig yon der Zeit bestimmt ist. Aeussere elektro- 
motorische Krafte feklen jetzt noch. 

Wie schon bemerkt, wurden unsere Gleichungen durch 
gewisse Vernachlassigungen gewonnen. Wir kaben dadurch 
den Vortheil erreicht, dass wir auch begreifen, warum sie noch 
angenahert gelten, sobald beliebige Veranderungen yorgenom- 
men werden, wenn nur die Aenderungsgeschwindigkeit klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist. Naturgemass kann aber 
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clie Erlaubtbeit derartiger Vernacblassigungen nicbt mit voller 
matbematischer Strenge bewiesen werden. Es sei daher erin- 
nert, dass, wie man sofort siebt, die completen Gleicbungen 
C und D der zweiten Yorlesung , wenn X = Y — Z = 0 ist, 
ohne Yernacblassigung erfiillt sind, sobald 


jp dcp q cl cp jp d cp 

dx 7 ^ dy J d% 

gesetzt wird, und cp eine die Zeit nicht entbaltende, im Un- 
endlicben und in alien Leitern constante, sonst aber beliebige 
Funktion you x : y , z ist. a , /S, y konnen dabei entweder gleicb 
Null oder gleich den Ableitungen einer anderen ebenfalls be- 
liebigen von der Zeit unabhangigen Funktion der Coordinaten 
nach diesen sein. 

Man kann also ganz im Sinne der schon einmal be- 
sprocbenen Kircbboff’scben Metbode zunacbst zeigen, dass 
diese Festsetzungen partikulare Integrale der allgemeinen 
Gleicbungen sind und dann erst deren pbysikaliscbe Bedeutung 
interprets en. Wird cp als urspriinglich gegeben betracbtet, 
so bestimmt sick einfach die Dicbte der wabren und freien 
Elektricitat an jeder Stelle des Raumes und an jedem Ober- 
flacbenelemente der Trennungsflacbe zweier Korper nacb den 
Gleicbungen 15 a, 35 und 40. 

In der Praxis ist die Aufgabe gewobnlicb umgekehrt ge- 
stellt. Es ist die urspriinglicb Yorhandene wabre Elektricitat 
gegeben; dann bandelt es sick darum, cp so zu wablen, dass 
in Isolatoren 


— L —[d ”1 

4rc \_dx\ d x ) 




gleicb der gegebenen Dicbte der wabren Elektricitat, resp., 
wo solcbe nicbt Yorbanden war, gleicb Null ist, dass ferner 
an der Trennungsflacbe zweier Isolatoren 

1 ( 7) j 9o T) dcpA 

±n\ 0 dn 1 dn ) 


gleicb der dort gegebenen Oberflacbendicbte der wabren Elek- 
tricitat (resp. wieder gleicb Null), dass endlicb fur jeden Leiter 
das uber seine ganze Oberflacbe erstreckte Integrale 


C do -p, dcp 
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gleicli dor gegebonen, auf diesem Leiter sitzenden wahren 
.Kloktricitiitsmenge ist. Nach dem citirten Lebrsatze der Po- 
tcntialthcorio ist dieses Problem stets eindeutig losbar. 

Wir denken uns nun zunachst einen einzigen Nichtleiter, 
in welehom /) einen constanten Werth hat, gegeben. In dessen 
Jnnorom kauri an beliebigen Stellen wabre Elektricitat mit 
dor Diohto 

I) A 
v A cp 

4 'Tt ' 

angobiiuit soin. Ausserdem konnen sicb darin beliebige, eben- 
falls mit wahrer Elektricitat geladene Leiter befinden. Wir 
betrachton die Zeit, wo cp im Innern derselben constant ge- 
wordon ist. Ist daim do ein Oberfiacbenelement eines Leiters, 
so ist 


Ji w do = 


D df 
4 Tt dn 


naeli Formal 40 die daselbst angehaufte wabre Elektricitat, 
wobei f) und dcpjdn die Wertbe dieser Grossen unmittelbar 
an der Oberfl&che, aber schon ausserhalb des Leiters (im Iso- 
lator) bodeuten. Auch die Normale n ist vom Leiter gegen 
den Isolator bin zu ziehen. Ebenso findet man die Ober- 
fliichondichte der freien Elektricitat 


pi b dtp 

' in dn 

und fdr die Volumdicbte der freien Elektricitat im Innern 
des Isolators 

Ea iat also 

49 ) JB f ~±2 9 . 


Wir wollen nun die ponderomotorischen Kr&fte aufsuchen, 
welcho in diesem Fade wirkaam sind. Nattirlich mtissen wir 
dieselben zun&chst aus unserer mechanischen Grundannahme 
der orsten Yorlesung ableiten. Setzen wir die Wertbe 33, 15 a, 
36 und 37 in die Formel A fdr die Energie des Mediums ein, 
integriren das erste Glied partiell nach x, das zweite partiell 
nach y und das dritte partiell nach z und bedenken, dass wir 
nach dem Princip der Continuit&t der Uebergange die Tren- 
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nungsflachen nicht gesondert zu betrachten brauchen, sowie, 
dass im Unendlichen die Ableitungen von cp verschwinden, 
so folgt 



TJ u 


Diese Formeln gelten auch, wenn D variabel ist. dr 
bezeichnet ein anderes Volumelement, s' w nnd e f die Dichten 
der wahren und freien Elektricitat daselbst. Ist D constant, 
so bat man nach der Gleichung 49 


51) 


i f r*„s' u ,dTdT' 

2 J>jj 9 

U U 


Der Index U an den Integralzeichen bedentet wiederum, 
dass in die Integration auch die auf Flachen sitzenden Elek- 
tricitatsmengen einzubeziehen sind. 

Wir wollen nun alle Elektricitatsmengen in zwei Gruppen 
theilen. Den Volumelementen, in denen Elektricitatsmengen 
der ersten Gruppe sitzen, sowie den daselbst herrschenden 
Dichten, fiigen wir den Index 1, denen der zweiten Gruppe 
den Index 2 bei, wahrend wir den Index w weglassen, da wir 
immer nur von wahrer Elektricitat sprechen. Dann wird 


52) 


m ljl r C d/T± d/T 1 s\ . 1 C C 2 

-^JJ Q + Q 

L U TJ u u 

+ff- 


l_ d Tg fi-^ fig 


Den ersten Addenden rechts nennen wir das Potential der 
Elektricitaten der ersten Gruppe auf sich selbst, den zweiten 
Addenden das Selbstpotential der Elektricitaten der zweiten 
Gruppe, den dritten dagegen bezeichnen wir mit T 12 und nennen 
ihn das Potential der Elektricitaten der ersten Gruppe auf die 
der zweiten. Es soil nun die Lage der Elektricitaten der ersten 
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der Elektricitaten der zweiten Grruppe gegeneinander unver- 
andert bleiben. Nur die relative Lage der Elektricitaten der 
zweiten Grruppe gegen die der ersten soli sich andern. Dann 
andert sick in Formel 52 rechts nur der dritte Addend, und 
da wir annabmen, dass ausser der in J oule’scbe Warme ver- 
wandelten Arbeit sonst keine Arbeit verloren gebt, so muss 
ein Betrag, welcber gleich der Abnahme dieses Addenden ist, 
als sicktbare lebendige Kraft oder sichtbare Arbeit pondero- 
motoriscber Krafte zum Vorscbein kommen. Es muss also 

53) ~ y i2 = -g- 8 f f— 

U U 


die Arbeit der scbeinbaren Fernwirkungskrafte sein. Grenau 
dieselbe Arbeit bekommen wir in unserem Bilde, wenn wir 
annebinen, dass alle in unserem Medium wirkenden elektriscben 
Krafte dasselbe Gresammtresultat ergeben, als ob jede in un- 
serem Medium befindlicbe wabre Elektricitat e w auf jede andere 
e w die Abstossung 

54 ) 

austiben wiirde. 

Nun sind aber nicbt bloss die wabren, sondem aucb die 
durcb dielektriscbe Polarisation entstandenen Elektricitaten 
vorbanden, und wir miissen consequent annebmen, dass auf 
jede gegebene wabre Elektricitat e w alle iibrige wirkt, deren 
Summe die gesammte freie Elektricitat ist. Um also mit 
Maxwell’s Tbeorie in Uebereinstimmung zu bleiben, miissen 
wir annehmen, dass die Gresammtwirkung auf e w das Resultat 
der Wirkung aller freien Elektricitat auf e w ist, dass also jede 
freie Elektricitatsmenge e f auf e w die Abstossung 


ausiibt. Da aber die freie Elektricitat nicbts anderes als die 
Summe aller iiberbaupt vorbandenen Elektricitat ist, so baben 
wir einfacb anzunebmen, dass jede iiberbaupt vorbandene 
Elektricitat auf jede andere nacb diesem Gresetze wirkt. 

Der Yergleich dieser Formel mit Formel 48 zeigt, dass 
wir in unserem Bilde die ponderomotoriseben Krafte erklaren 
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konnen, indem wir einfach annehmen, dass die freie Elektricitat 
nicht Moss auf die neutrale, sondern nach dem gleichen Ge- 
setze auch auf die wahre Elektricitat wirkt. Wir denken uns 
nun zunachst den realen Standardkorper, z. B. Luft, fur wel- 
cken D = 1 ist. Daselbst ist die znr Beobachtung gelangende 
Abstossung zweier wahrer Elektricitatsmengen e w und e w ist 
nach Formel 54 


Wir konnen also das elektrostatische Maass auch als dasjenige 
definiren, wonach im Standardkorper zwei Elektricitatsmengen 
Eins in der Distanz Eins die Kraft Eins auf einander aus- 
iiben. P, Q , P sind die Componenten der Kraft (Feldstarke), 
die auf die Elektricitatsmenge Eins wirkt. Hire Dimensionen 
sind nach Formel 14 


Da 


mi l 2 1 1 . 


s — 


1 

4?t 


d(DP ) 


dx 


+ 


d(DQ) d(DB) 

dy d% 


ist, so sind seine Dimensionen 


[e] = mi l it 1 . 

Die einer elektrostatiscb gemessenen Elektricitatsmenge sind 


[e] Z 3 = mi lit 1 . 

Hat in irgend einem anderen Isolator D einen beliebigen 
Werth, den wir obne Index scbreiben, so ist daselbst die 
der Beobachtung sich bietende Anziehung der zwei wahren 
Elektricitatsmengen e w und e w nach Formel 54 gleich 


also gleich der im realen Standarddielektricum stattfindenden, 
diyidirt durch D, also durch die Dielektricitatsconstante des 
zweiten Dielektricums relatiy gegen das erste. 

Im neuen Medium wiirden die beiden Elektricitatsmengen, 
welche im realen Standarddielektricum elektrostatisch gemessen 
gleich ]/D waren, die Abstossung Eins auf einander ausuben. 
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Pas ware also die im neuen Dielektricum elektrostatisch ge- 
messene Elektricitatseinheit. Bezeichnet man die Zahl, welche 
dieselbe Elektricitatsmenge im alten, resp. neuen Standard- 
medium elektrostatisch gemessen ausdriickt, mit e, resp. e h , so 
ist also 

56) £ = 

xind man erhalt alle Gleichungen, die fiir das elektrostatische 
Maass im neuen Standardmedium gel ten, indem man in den 
Formeln zu Schluss des § 7, deren Nummern den Index h 
tragen, setzt h = ]/_£>. 

§ IB. Annahme, dass b klein gegen Eins ist. 

Bemerkung liber dielektrische Fernwirkung. 

Am einfachsten wird unser Bild, wenn wir im realen 
Standardkorper (Luft) b = 1 setzen, also keine dielektrische 
Polarisation annehmen. In anderen Korpern ist dann die 
dielektrische Polarisation gerade so, dass sie deren abweichen- 
des Yerhalten gegeniiber dem Standardkorper erklart. Im 
Standardkorper ist dann auch die Grosse e v3 der Gleichung 
46 gleich Null. Die Dielektricitatsconstante eines anderen 
Korpers hat nach Gleichung 46 den Werth D = 1 + 4ne v3 . 

Es kann dann auch sein, dass in gewissen Korpern, etwa 
im Wasserstoff oder im leeren Raume D < 1, s y #negativ, also 
die dielektrische Polarisation die entgegengesetzte ware, wie 
man sich haufig die diamagnetische Polarisation vorstellt. 
Theils um dies zu yermeiden, hauptsachlich aber aus anderen, 
spater zu besprechenden Griinden hat Herr v. Helmholtz 
auch die Moglichkeit ins Auge gefasst, dem b einen Werth b* 
zu ertheilen, der klein gegen Eins ist. Wir wollen uns dann 
ein, wenn auch nicht existirendes, Dielektricum fingiren, in 
welchem D = bi ist, und dasselbe das ideale Standardmedium 
nennen. 

Naturlich wiirde dieselbe wahre Elektricitatsmenge, die 
im realen Standardmedium in elektrostatischem Maass gemessen 
gleich Eins ist, im idealen, wo die dielektrische Polarisation 
fehlt, auf eine gleiche in der Distanz Eins befindliche nach 
Formel 55 nicht die abstossende Kraft Eins, sondern 1/bi 
ausiiben. Wir konnen aber nach Gleichung 56 setzen 
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was wir die Dichte der wahren Elektricitat, nach dem fur das 
ideale Standardmedium geltenden elektrostatischen Maasse ge- 
messen, nennen. Alle Grleichungen waren sofort in dieses fur 
das ideale Standardmedium geltende elektrostatische Maass 
transponirt, wenn wir in den mit dem Index h versehenen 
Grleichnngen am Schlusse des § 7 setzen h = ]/bJ. Es ware 
jetzt im idealen Medium e f =a w , s p — 0, im realen Standard- 
medium dagegen a f — b^, also bereits sebr klein ge gen s w , 
8p nahe gleich — a w . 

1/bj konnte man als die Dielektricitatsconstante des 
realen Standardmediums, bezogen auf das ideale, bezeicbnen. 
Es ist dies derjenige Fall, wo die v. Helmholtz’sche Theorie 
wieder mit der Maxwell’schen identisch wird. Die letzte 
Formel y. Helmholtz’s (Wiss. Abh. I. pag. 627) gibt in der 
That fur jedes endliche k in dem G-renzfall, wo sie sich Max- 
well’s Theorie nahert (s 0 = oo) die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der longitudinalen Wellen unendlich gross. 

Es ist noch ein wichtiger Umstand zu erwahnen. Setzen 
wir nun im realen Standardkorper, wo D = 1 ist, auch b = 1 , 
so giebt es daselbst keine dielektrische Polarisation; es muss 
also die gesammte elektrostatische Energie gleich dem Poten- 
tial der fingirten Fernwirkungskrafte sein, welche die wahren 
Elektricitaten auf einander ausiiben. Da die zwei wahren Elek- 
tricitatsmengen e w und e w die durch die Formel 54 definirte 
Fernwirkung auszuiiben scheinen, so ist das Potential aller 
wahren Elektricitat, wenn wir sie in dem fur den Standard- 
korper geltenden elektrostatischen Maasse messen: 

1 cr s v, B 'w d ' idxr 

2 JJ Q ’ 

was in der That nach Formel 49 und 50 gleich fTdr ist. 
Wenn die Entfernung zweier Elektricitatsmengen, die sich 
abstossen, wirklich zunimmt, und dadurch entweder sichtbare 
Arbeit geleistet wird, oder lebendige Kraft sichtbarer Be- 
wegung entsteht, so wird nach Maxwell’s Theorie Energie 
des Mediums in sichtbare Energie umgesetzt. Nach unserem 
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Bilde dagegen nimmt das Selbstpotential aller vorbandenen 
Elektricitaten, die, weil wir b = 1 haben, nur wahre sein 
konnen, genau um ebensoviel ab, als die sichtbare lebendige 
Kraft zunimmt. 

Ertheilen wir aber im realen Standardkorper, wo JD = 1 ist, 
dem b einen anderen Werth, so ist der Unterschied zwiscben 
wabrer und freier Elektricitat zu macben. Das Selbstpotentiale 
aller yorbandenen Elektricitaten ist nicbts anderes, als das der 
freien Elektricitaten auf einander, da die freie Elektricitat der 
Inbegriff der wabren und der durcb dielektriscbe Polarisation 
entstandenen ist. 

Zu den Ursacben, warum wir uns fur die dualistiscbe An- 
scbauung entscbieden baben, gehort der Umstand, dass dies 
nacb derselben unmittelbar klar ist, da ja dann die unver- 
scbobene neutrale Elektricitat scbon dadurcb ausgescblossen 
ist, dass davon in jedem Punkte gleicb viel positive und nega- 
tive vorhanden ist, wahrend man nacb der unitarischen An- 
scbauung die Wirkung der ponderablen Materie zu Hilfe 
nebmen musste. Das Selbstpotentiale der freien Elektricitat 
aber ist unter Beibebaltung desselben Maasssystemes (vergl. 
Grleicbung 49): 

dr ' dx ' = tJV £ ” d r ; 

dies ist, da cp und s w nicbt von der Wabl des b abbangen, 
gleicb der b-facben elektrostatiscben Energie JTdx. Wird 
von dieser eine gewisse Menge K in sicbtbare lebendige Kraft 
verwandelt, so nimmt das Selbstpotential aller Elektricitat 
bloss um K.b ab. Die nocb feblende Arbeit (1 — b) K wird 
durcb die Krafte molekularer Natur geleistet, welcbe sich der 
dielektriscben Polarisation im Isolator entgegenstellen, da sicb 
f dr(jc 2 + t) 3 j 2 ) bei positivem K verraindert. In der That 

ist die Arbeit dieser Molekularkrafte nacb Form el 47, wenn 
man vom vollkommen unelektriscben Zustande ausgeht, 
gleicb 

fLf-±dT(l*+Q* + Ji*) = (l-b)fTdT. 

Diese noch feblende Energie war also, wie nacb der Max- 
well’ scben Tbeorie, scbon vordem als Energie im Isolator vor- 
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handen. 1st b sehr klein gegen die Einheit, so nahert man 
sich dem Falle, dass alle sichtbar auftretende Energie dem 
Isolator entnommen wird. 

Eine weitere Bemerkung ist die folgende. Wenn b ver- 
schwindend klein ist, so verschwindet die freie Elektrieitat, 
deren Dichte 

b f dP dQ dB \ 

4 n\dx dy d%) 

ist, und die wahre ist nahe gleich der durch dielektrische Po- 
larisation erzeugten. Wenn wir mit Riicksicht hierauf die 
Gleichung 16 in der Form schreiben: 

_dr_d_ r d(D P) d(D Q) d{D R) ~\ 

4:7tdt L dx dy ' d% J 

dL(P + X) , dL(Q+Y) , dL(R 4* Z)~\ 

- dT L ii + Ty + di J ’ 

so liefert also ihre linke Seite nacb Form el 45 die Yermeh- 
rung der Elektrieitat im Yolumelemente dr durch Aenderung 
der dielektriscben Polarisation, die reebte die dnreb Leitung 
aus diesem Yolumelemente weggefuhrte Elektrieitat. Ihre 

Surame ist gleich Null. 

Es wird also aus jedem Yolumelemente genau soviel 

Elektrieitat durch Leitung weggefuhrt, als durch dielektrische 
Polarisation daselbst hingeschoben wird. 

Die wahre Elektrieitat kommt also nur dadurch zu Stande, 
dass an gewisse Stellen durch Leitung neutrale Elektrieitat 
erster Gattung, welche wir Stromungselektricitat nannten, hin- 
gefuhrt wird. Daselbst muss dann durch dielektrische Ver- 
schiebung ein gleiches Quantum von neutraler Elektrieitat 
zweiter Gattung (Yerschiebungselektricitat) entfernt werden. 
Selbstverstandlich muss dafiir an anderen Stellen ein gleiches 
Quantum neutraler Stromungselektricitat durch Leitung weg- 
gefuhrt werden, und an seine Stelle ein wieder gleiches Quantum 
neutraler Yerschiebungselektricitat durch dielektrische Polari- 
sation treten. 

Wenn wir also b klein annehmen, so verhalten sich die 
Stromungs- und Yerschiebungselektricitat wie zwei incompres- 
sible, sich gegenseitig verdrangende Fliissigkeiten, was besonders 
Poincar6 ausfuhrlich bespricht. Doch wiirde man Maxwell 
natiirlich missverstehen, wenn man ihm den Glauben an der 
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Itoalitiit. diosar boidon Fliissigkoiten imputirte; derselbe steht 
ilim abaimo feme, wio dor Ulaube, (lass dio Kraftlinien reale 
ZwirnilUien scion. In seiner orsten Thoorie verwendet Max- 
well aucdi oin ganz andaros Bild, das Word on sp liter weiter 
eutwiekelto. Hatztorar niollto dio wahre Elektricitat (lurch das 
ZusammenHloken von Kugeln dar, die sich auf oilier unaus- 
delmsuimm Schuur vorsehioban. 

Eh darf Ubrigens nieht. verschwiegen warden, (lass man 
im Hilda b nieht exakt. gioioh Null sotzan darf, wail man sonst 
gar koine train Eloktrieitiit bokiime. 

Wir warden Bpiitor solum, dass gorado in diosom Falle, 
wo b kloin gogon 1 ist, das Bild aueli fiir die Hertz’ schen 
Schwingungon noeh mit don Oonsequonzon dor Gleichungen, 
weleho wir in dor orston Vorlesung ©ntwickelten, tlboroinstimmt, 
was fiir andoro W ortho von b nieht dor Fall ist. Kino genaue 
quantitative Mossung dieser Ersehoinungon will'd© also fiir den- 
jonigon, dor sick nieht von vornhorein auf don Standpunkt 
dor Mux woirnehon Thoorie stall t, oin Mittal geben, den Worth 
von b zu rnoHson , rasp, oxporimantoll zu boweisen , dass or 
Hohr kloin angtmommon word on muss, um aueh die Erschei- 
mmgon dor Kloktrodynamik ricvhtig wiederzugebon. Ein go- 
wissor Bowens hiorftir liogt Ubrigens solum in dor Uaberoinstim- 
mung dor ©lektroHtatiHoh und dor aus eloktrischen Wallen 
gomosHonon I )ieloktrieiUltHConHtante. (Vgl. hiertiber § 28.) 

Wir betraehtaten lusher nur immar die Ersehoinungon in 
ainom ©inzigeu boHtimmton Dieloktrieum. Sind mail rare Dielek- 
triea mit vorsehiadomm Dialaktritutiitsconstanten gleichzeitig 
vorhamhm, odor variirt I) von Punkt zu Punkt, so kornmen 
zu don im Vorhergohondon boobachtoton Krlifton aueli noch 
dio lusher wonig studirtan Krilfta hinzu, welch© ich einmal 
dioloktriHcho Fernwirkungakriifte genanrit baba. Sie Eussern 
nich, wio Max wall (allerdings von den entHpraahanden magrie- 
tmohon Krllfton) gozoigt hat, dadurch, dans die K5rper von 
grbsHoror DioloktricitiltHconatanto nach Stellen grosserer Feld- 
stiirkon gatrioban warden. In imserem Bible sind ©s die 
Krlifto, weleho von dar freien Eloktricit&t auf die dureh dielek- 
irischo Polarisation auftretend© ausgettbt warden. 

Wir nab man bishor mit Harm v. Helmholtz an, dass 
di© Kraft, welch© auf einen KOrper wirkt, gleich ist derjenigen, 
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welche anf die im Korper selbst vorhandene wahre Elektricitat 
ausgeiibt wird, unbeeinflusst durch die dielektrische Polari- 
sation des umgebenden Mediums, was dieser mit folgenden 
Worten motivirt 1 ): 

„Fiir die Verschiebungen von U im Raume 8, soweit a 
constant ist, bildet diese neutralisirende Elektricitat kein Hin- 
derniss, weil sie iiberall mitfolgen kann. Die Anziehungskrafte 
also, welche von anderweitig vorhandenen elektrischen Massen 
auf E ausgeiibt werden, miissen ebenso gross sein, als wenn 
die E theilweise neutralisirende Elektricitat gar nicht vor- 
handen ware.“ 

Es konnte jedoch die Wirkung auf jene neutralisirende 
Elektricitat im umgebenden Medium Druckkrafte erzeugen, 
welche nack dem arckimediscken Principe indirekt bewegend 
auf den Korper wirkten, wie ja in der Tkat ein dielektrisck 
polarisirter Korper in einer ebenso polarisirten Fliissigkeit 
einen Auftrieb erfahrt. Aus dem Princip der Erkaltung der 
lebendigen Kraft folgt freilick, dass dieselben auf das bisker 
Yorgetragene okne Einfluss sind; dagegen kommen sie bei der 
dielektriscken Fernwirkung sicker in Frage. Ein vollkommen 
klarer Einblick in diese Ersckeinungen kann erst bei Be- 
trachtung der Ersckeinungen der sogenannten Elektrostriktion 
gewonnen werden, die wir fur eine viel spatere Zeit aufsparen. 
Da aber auck die Druckkrafte der Elektrostriktion bisker nicht 
direkt aus den mechanischen Eigenschaften der Medien, son- 
dern nur aus dem Principe der Erkaltung der lebendigen 
Kraft abgeleitet werden konnten, so ist dieses Princip auch 
kier die eigentlicke Quelle aller unserer Scklussfolgerungen. 

Ware der Korper, in dem sick die beiden Elektricitatsmengen 
befmden, ein fester, so konnten bewegende Krafte nur beob- 
acktet werden, wenn man urn diejenige Elektricitatsmenge, auf 
welche gewirkt wird, ein kleines Lock in den Korper mackt; 
sobald dann dieses Loch mit einer tropfbaren oder gasfbrmigen 
Fliissigkeit gefullt wird, ist deren Dielektricitatsconstante nur 
dann okne Einfluss, wenn das Lock die Gestalt eines Cylinders 
hat, dessen Ausdeknung in der Ricktung der Kraft gross gegen- 
iiber seinen Querdimensionen ist. (Beziiglich des Beweises rergl. 


x ) v. Helmholtz, Gesamm. Abh. Bd. I, S. 614. 
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§ 19.) Dann ist also die Kraft dieselbe, wie in deni Falle, 
wo der umgebende Korper flussig ist und wo kein weiteres Loch 
erforderlich ist, als das in Folge der Verdrangung der Flussig- 
keit durch den eingetauchten Korper entstehende. Letzteres 
ergiebt sich, indem man das Loch zuerst mit einer Fliissigkeit 
anfullt, welche dieselbe Dielektricitatsconstante wie der feste 
Korper hat und dann diesen auch verfliissigt, wodurch seine 
elektrischen und magnetischen Wirkungennicht geandert werden. 


Siel) ente Vorlesung. 


§ 14. Betrachtung mit der Zeit unveranderlicher 
ausserer elektromotorischer Krafte. 

Wir betrachteten bisher den Fall, dass zur Zeit, welche 
wir ins Auge fassen, die ausseren elektromotorischen Krafte 
zu wirken aufgehort haben, und daher X=7=Z= O ist. 
Wir sahen dann, dass der gesammte ubrig bleibende Zu- 
stand sich einer Grenze nahern muss, fur welche in Leitern 
P a Q = E = 0 ist. Diesen bisher betrachteten Grenzzustand 
nannten wir den des elektrostatischen Gleichgewichtes. 

Nun gehen wir zu dem Falle iiber, dass zwar zur be- 
trachteten Zeit die ausseren elektromotorischen Krafte nicht 
verschwinden, wohl aber schon lange von der Zeit unabhangige 
Werthe hatten, dass also X, Z, Z nur Funktionen der Coordi- 
naten, nicht der Zeit sind. 

In Isolatoren sind die ausseren elektromotorischen Krafte 
diejenigen, welche an deren Oberflache die Reibungselektricitat 
hervorrufen; auch die Krafte, welche Pyro- und Piezoelek- 
tricitat erzeugen, gehoren vermuthlich hierher. Da die Yor- 
gange, wahrend deren diese Elektricitatsarten erregt werden, 
vollkommen dunkel sind, so wollen wir uns hier mit ihnen gar 
nicht befassen, sondern lediglich die Wirksamkeit der ausseren 
elektromotorischen Krafte in den Leitern betrachten. In den 
Isolatoren soil daher nach wie vor X = Y = Z = 0 sein. 

Wir demken uns einen beliebigen Anfangszustand gegeben, 
wobei jedoch die Licht- oder Hertz’ schen Wellen, die sich mit 

Boltzmann, Vorlesungen,' II. 5 
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tpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Grossen- 
ie das Licht ausbreiten, schon abgelaufen sein sollen. 
der Gleichungen D treten dann die Gleichungen 33. 
)etrachten nnn beliebige fur t = 0 geltende Anfangs- 
en, die wir kurz die Anfangsbedingungen A nennen 
iVenn dieselben erfiillt sind, soil nach Verlauf der 
1: 

P = P (£), Q = Q (£), a = a{t) etc. 
g der Zeit war also: 

P = P(o), Q = Q(o), cc — cc(o) etc. 
xleichungen stellen also die Anfangsbedingungen ^ 
Lrlich sind aucb alle Grossen Funktionen der Coordi- 
s wir aber nicht besonders zum Ausdruck bringen 
ezeichnen wir mit t x irgend eine positive Grosse, so 
= £, : 

P = P{t x ), Q = <2 fe). « = a (0 etc. 
iten die letzteren Gleichungen aucli als Anfangs- 
en auffassen (die Anfangsbedingungen B). Dann 
. Yerlauf der Zeit t: 

: P{t -f Q = Q(t+ tj). a = cc(t + t x ) etc. 
usere Differentialgleichungen linear sind, so miissen 
mzen: 

i(GO-i(Oe tc. 

entialgleichungen geniigen, wenn darin X = T=Z — 0 
rd. Sie stellen also die Losungen dieser Differential- 
in fiir diesen Fall dar, wenn zudem die Anfangs- 
uch der Differenz der von den Bedingungen B und 
rten Werthe sind. Fiir diesen Fall wurde aber be- 
esen, dass nacb Yerlauf einer sehr langen Zeit in 
ern P = Q = R = 0 sein muss. Es muss also jetzt 
tern fur grosse Werthe von t die Gleichung bestehen: 
P(*+^)-P$ = 0. 

liches gilt natiirlich von Q und R. Da diese Gleichung, 
r t gross ist fur jeden Werth von t 17 gelten muss, 
dass in Leitern P und natiirlich ebenso Q und R 
mf einer langen Zeit von der Zeit unabhangig, also 
rerden miissen. Wir nennen den hierdurch bedingten 
len der stationaren Stromung. 
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Der einzige Unterschied zwischen den elektrostatischen 
Erscheinungen nnd denen der stationaren Stromung besteht 
also darin. dass im ersteren Falle in den Leitern P=Q — jS = 0 
ist, im letzteren dagegen diese Grossen bloss von der Zeit un- 
abhangig zu sein brauchen. Gemass den Gleichungen 33 
miissen daher auch die Ableitungen von cp nach den Coordi- 
naten von der Zeit unabhangig sein. Fur die Isolatoren folgt 
nacb wie vor aus der Gleichung 16, dass e w von der Zeit un- 
abhangig ist. Aus der Gleichung 15 folgt, da D, P, Q 7 B 
nicbt Funktionen der Zeit sind, aucb fur Leiter, dass s w von 
der Zeit unabhangig sein muss, und da wir Oberflachen- 
•elemente nur als Volumelemente, sei es von Leitern oder 
Nicbtleitern, betracbten, folgt dies aucb fur E w . 

Will man die Gleicbung 15, weil D fur Leiter zweifelhaft 
ist, nicht verwenden, so folgt fur Leiter und an der Grenze 
eines Leiters und Nicbtleiters aus 16 und 41 jedenfalls, dass 


d e 

w 

d t 


und 


dE on 


d t 

von der Zeit unabbangig sind. Sollen daher s w und E w 
sicb nicbt ins Unendlicbe im gleicben Sinne andern, was 
schliesslich zu unendlicber toniscber Bewegung, also zu unend- 
licber Energieerzeugung fiibren wiirde, so folgt wieder 


also: 

57) 



dE w 
d t 


= o, 


<HAP_+X) dL(Q + Y) dL(R + Z) _ Q 
dx dy dx 


Dieselbe Gleicbung batte man direkt durcb Differentiation der 
ersten der Gleichungen 34 nacb x, der zweiten nacb y und 
der dritten nach 2 und nacbberige Addition der so erbaltenen 
Gleichungen gewinnen konnen. 

Fiihrt man cp ein, so folgt: 



und fiir die Trennungsflache zweier Leiter: 


59) 


h 



= L n 




5 
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wo wieder 8 die Componente des Vektors (X, F, Z) in der 
Richtung der Normalen n ist. Wenn in der Trennungsfiache 
selbst feeine elektromotorische Kraft thatig ist, so reducirt sick 
dies auf: 


60) 


T _ ^ ?1 T ^ ^ 0 . 

1 dn ~~ 0 dn 


Scheidet die Trennungsfiache einen Isolator von einem Leiter, 
so erkalten wir fur den Isolator L = S = 0, und daher fur 
den Leiter unter Weglassung des Index: 

61) *±-S = 0, 

' dn 


oder wenn auch 8 verschwindet: 


62) ^ = 0. 

1 d n 

Im Innern yon Niehtleitern ist cp durch dieselbe Gleickung: 



die wir schon in der Elektrostatik hatten, und an der Grenze 
zweier Nichtleiter durch die Gleickung: 

40) E w = JL (d 0 - D x 

' . 4 7T \ 0 dn 1 dn J 

bestimmt, wo e w und E w die unveranderlieh gegebenen Mengen 

wakrer Elektricitat, oder wo solcke feklt, gleick Null sind. 

An der Grenze eines Leiters und Nicktleiters ist 




4 3T 1 dn 


JE w do ist die gesammte Elektricitat auf dem Leiter. Die 
Normale gekt yom Leiter gegen den Isolator. 

Endlich kann <p selbst an der Trennungsfiache keinen 
Sprung machen, da ja sonst seine Ableitungen nack den Coordi- 
nate^ also die toniscken Bewegungen, unendlich wiirden. Nur 
wenn an der Trennungsfiache die ausseren elektromotorischen 
Krafte X, J \ Z selbst unendlich wiirden, konnte dies der Fall 
sein. Es wird dieser Fall in der Tkeorie haufig angenommen, 
namlick jedesmal, wenn man an der Beruhrungsstelle zweier 
Korper eine sogenannte constante Potentialdifferenz yoraus- 
setzt. Wir betrackten eine solcke aber immer als Grenze des 



§15. Specialisirung des im vorigen Paragraph betrachteten Fades. 09 

Falles, dass in einer sehr diinnen Schieht sehr grosse elektro- 
motorische Krafte existiren, wovon sogleich anf der nachsten 
Seite die Rede sein soil, und setzen daher vorlaufig uberall 
Continuitat von cp voraus. Darliber, dass durcb die Grleiehung 
58 und die darauf folgenden Gleichungen and Continuitats- 
bedingungen cp eindeutig bestimmt ist, vergleiche Riemann’s 
Yorlesungen liber Sehwere, Elektr. and Magn. (bearb. von 
Hattendorf, S. 57 and 58), welcher genaa dieselben Glei- 
cbungen gewinnt, nur dass er das, was wir als blosses Bild be- 
trachteten, zar materiellen Grundlage ihrer Ableitang benatzt. 


§ 15. Specialisirung des im vorigen Paragraph 
betracbteten Falles. 

Wir betracbten einen speciellen Fall; es sei erstens ein 
beliebiges zusammenhangendes System © von Leitem gegeben, 
in denen beliebige aussere elektromotoriscbe Krafte wirken, 
die aber nicbt mit der Zeit veranderlich sind. Ein zweites 
beliebiges System verbandener Leiter & A , in dem aber keime 
ausseren elektromotoriscben Krafte thatig sind, werde in ge- 
wissen Punkten mit dem Systeme © in Berabrung gebraebt. 
Fur das zweite System mass nacb G-leichung 58 und 62 im 
Innern uberall 



sein. 

Wenn zufallig an alien Rerahrungspunkten im Systeme © 
scbon vor der Berabrung cp denselben Wertb c batte , so ge- 
nugt man diesen Gleichungen, indem man im System S A uberall 
setzt <p = c, und es ist dies nach dem citirten Satze Rie~ 
many’s aacb die einzig mogliche L 5 sung, abgesehen von einer 
zu cp binzatre tend en in beiden Korpern gleicben Constanten. 

Ein specieller Fall ist der, dass nur ein Beriibrungspunkt 
existirt; die Losung fur das System ® A ist dann burner = c, 
gleich dem Werthe des cp im Beruhrungspunkte. 
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Ganz anders wiirde sicb die Sacbe gestalten, wenn 
das System © in mebreren Punkten beriibrte, in denen ver- 
schiedene Wertbe von <p berrscbten. Dann miissten elektriscbe 
Strome im Systeme ©^ entsteben. 

Betracbten wir ein anderes Beispiel: unter © versteben 
wir ein System yon derselben Bescbaffenbeit wie friiber; zwei 
Punkte A xmd B desselben sollen mit je einem anderen Leiter- 
system ® A , resp. ©^ in Yerbindung steben, welcbe letztere beide 
obne aussere elektromotoriscbe Krafte sind. 1 st das System <&> A 
im Uebrigen vollkommen isolirt, ebenso ©5, und steben auch 
©^ und © 5 nicbt miteinander in leitender Yerbindung, so er- 
fiillt man die Bedingungsgleicbungen fur das yereinte System 
@©^©jb, indem man der Funktion cp im ganzen Innern von 
©4 den Wertb <p A , ebenso im ganzen Innern von ©# den con- 
stanten Wertb <p B beilegt, wobei <p A und cp B die Wertbe von 
(p sind, die vor der Bertibrung in A, resp. B berrscbten. Zu 
cp selbst kann natiirlicb eine additive Constante, welcbe fur alle 
drei Systeme denselben Wertb bat, binzutreten. Die Differenz 
<Pb — <Pa ist aber durcb die Bescbaffenbeit des Systems ©,. 
der daselbst berrscbenden ausseren elektromotoriscben Krafte, 
und die Lage der Berubrungspunkte A und B vollkommen 
bestimmt, und von der Gestalt und Bescbaffenbeit der ©^ und 

unabhangig. 

Es ist dies der bekannte Fall, dass zwei Leiter mit den 
Polen einer galvaniscben Batterie verbunden werden; sie er- 
balten dadurcb eine gegebene Potentialdifferenz. Es braucbt 
kaum erwabnt zu werden, dass dasselbe aucb gilt, wenn die 

Berubrung zwiscben © und ©^ in vielen Punkten A v A 2 

stattfindet, wenn nur in alien diesen Punkten auf © scbon 
vor der Berubrung gleicbes Potential berrscbte. Dasselbe gilt 
aucb fur @ B . Falls eine durcb directe Berubrung zweier Leiter 
erzeugte constante Potentialdifferenz uberbaupt angenommen 
wird, wollen wir uns dieselbe immer so denken, als ob zwiscben 
denselben eine, wenn aucb nur sebr dunne leitende Scbicht 
von der Bescbaffenbeit des soeben mit © bezeicbneten Leiters 
vorbanden ware. Ware eine solcbe Scbicbt zwiscben den 
friiber npdt © und @_ 4 bezeicbneten Leitern entbalten, so ware 
sie einfacb zu © binzuzurecbnen. Wir konnen daber diesen 
Fall immer auf den friiber discutirten zuruckfiibren. 
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Wir haben biermit erst die Gleichungen fur dasjenige 
Problem gefunden, welches man als das allgemeinste Problem 
der Elektrostatik zu bezeichnen pflegt. Dieses beziebt sicb 
auf den folgenden Fall (I): 

Es sind beliebige System e von Leitern gegeben, die in 
beliebige Isolatoren beliebig eingebettet sind. In den Isola- 
toren konnen gegebene wahre Elektricitaten vorhanden sein. 
Gewisse Leiter konnen mit solcben verbunden sein, in denen 
mit der Zeit unveranderliche aussere elektromotoriscbe Krafte 
berrscben, und die wir wieder © nennen wollen. Docb 
sollen dadurcb nie zwei Punkte eines Leiters @, in denen ver- 
schi§dene Werthe von op berrscbten, zum zweiten Mai leitend 
verbunden werden. Es ist dabei sogar der Fall nicbt ausge- 
scblossen, dass im Innern eines Leiters © elektriscbe Strome 
vorbanden sind, was immer eintritt, wenn darin X, Y , Z nicbt 
die partiellen Differentialquotienten einer eindeutigen Funktion 
der Coordinaten sind. 

In der landlaufigen Elektrostatik wird der Leiter © als- 
dann von der Betracbtung durcb die Annabme ausgeschlossen, 
dass er so klein oder so entfernt ist, dass, abgeseben von der 
durcb ibn erzeugten constanten Potentialdifferenz, die Zustande 
in seinem Innern und an seiner Oberflacbe von keinem Ein- 
flusse sind. 

Diese Potentialdifferenz cp B — cp A beisst die elektromo- 
toriscbe Kraft jenes Leiters @ zwiscben den Punkten A und B. 
Fur jedes System in Berubrung stebender Leiter muss natiir- 
licb nocb die Gesammtmenge der wabren Elektricitat gegeben 
sein, welcbe sicb von Anfang an darauf befand, und welcbe 
mit der freien Elektricitat zusammenfallt, sobald nur ein Di- 
elektricum vorbanden ist, in welcbem JD = b = 1 gesetzt 
wird. 

Der Fall (I) umfasst aucb den speciellen Fall, dass ge- 
wisse Leiter durch diinne leitende Faden obne aussere elektro- 
motoriscbe Krafte mit einem urspriinglicb unelektriscben Leiter 
verbunden sind, der entweder sehr gross und sebr entfernt ist, 
oder alle im Problem in Frage kommenden Korper umbiillt. 
In alien diesen Leitern muss dann <p denselben Wertb wie in 
dem grossen haben, welcber gleicb Null angenommen werden 
kann. Enthalt der diinne leitende Faden aussere elektro- 
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motorische Krafte, so unterscbeidet sicb cp durch einen con- 
stanten Wertb von dem Wertbe des cp im grossen Leiter. 

Sind die Bedingungen des Falles (I) nicht realisirt, so 
haben wir stationare Stromung. Doch wurde der allgemeinste 
Fall, dass in einem belie big gestalteten Leiter beliebige 
aussere elektromotoriscbe Krafte wirken, kaum untersncht. 
Man bescbrankt sick auf gewisse Specialf alle , die in der 
Praxis meist angenabert realisirt sind. 

Hierber gebort zunacbst der Fall, dass zwei Punkte von 
verschiedenem elektrostatiscben Potentiale A und B eines 
Leiters @, in welcbem aussere elektromotoriscbe Krafte tbatig 
sind, nocb durcb einen anderen Leiter ©' leitend verbunden 
sind. in dem solcbe feblen. Das elektrostatiscbe Potential im 
Punkte A konnen wir fur beide Leiter immer gleicb Null setzen. 
So lange sie sicb nicbt beriibren, soli das elektrostatiscbe Po- 
tential im ersten Leiter den Wertb x, im Punkte B desselben 
den Wertb = a baben, was wir die elektromotoriscbe Kratt 
desselben zwischen A und B nennen konnen. 

Ferner sei xp' diejenige Function, welcbe durcb die Be- 
dingungen bestimmt ist, dass im ganzen Innern des Leiters ©' 
die G-leicbung A if/ = 0, oder wenn L veranderlicb ist, 



und an seiner ganzen Oberflacbe, mit Ausnabme zweier unend- 
licb kleiner, die Punkte A und B umgebender Gebiete die 
Gleicbung 


erfiillt ist; endlicb, dass \f/ A (der Wertb des xfj' im Punkte A) 
gleicb Null, dagegen ip' B gleich Eins ist. xp sei eine Function, 
welcbe dieselben Bedingungen fur den Leiter © erfiillt. So- 
bald sicb die Leiter beriibren, geniigt man dann alien Be- 
dingungen, wenn man im Leiter © setzt: cp = % — , im 

Leiter ©' aber cp = xp', wobei & und &' nocb zu bestim- 
mende Constanten sind. Die Gesammtmenge der neutralen 
Elektricitat, sowobl der positiven, welcbe in der einen, als 
aucb der negativen, welcbe in der anderen Bicbtung in der 
Zeiteinbeit durcb irgend einen Querscbnitt des Leiters © oder 
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IlionKt, ist ittr jodtsu Quern chnitt diesolbe , da ja unseren 
( i loichungon gentiUm die neutral© Kloktrieitat wie eine incom- 
prcwsibl^ FliiKHigkoit stromt. Wenn wir den der Richtung der 
Normalen n entgegengosotzton Strom als positiv ziiklen, so hat 
diene (iesammtmengo itac.it Fennel 20 don Worth: 

i - O' I h d f do , 

/ d n 7 

i'tlter jdle FliLolienelenumte irgtsnd nines Quersdiuittos dos Lei- 
ters 0' erstrookt. U uter Quer.sduiitt ist natitrlich eine Fltiche 
•mi verst-ehon, welelte don von boidon Lei torn gobildetou zwei- 
iueh zuHjuuinenltaugettdt'.n Ratuu itt oinen oinl’ae.h zusammon- 
liiingonden verwandolt. Das Integralo ist eine nur von der 
BeHoluUlenheit. des Loiters S' und der Lago dor Punkte A und 
U auf demselbon abhiingigo Grime. JBn haugt-nieht von der 
JlcHohuffeulioit des mit den Punkten ./ und B vorbundonen 
Loiters S und den dasollmt. thiitigon ilusseren oloktroinoto- 
risehen KriUlon ah, Sein Worth sell der reeiproke Wideratand 
ties Loiters S' zwisehon den Punkten A und B hoissen, und 
mit 1 1 id bozoiehnot, wordou. 

Khenso iindet man fill* einen Quorselniitt des Letters S: 

‘ -I '■{'!, I -«)<“ + of 

m 

wobei *V die (Jompommto des Vektors X, }\ Z in dor Itichtung n 
noukrocht z u d o ini. Die punitive Normalenrichtung gcht in 
bidden Leitern von dor Suite, wo Punkt A liegfc, gegen die, 
wo Punkt // liogt. Im Loiter 8 muss dahor die positive 
Stromriehtung mit dor positiven Normalenrichtung liborein- 
Htimmen. Da vor der BorUhruug der boidon Loiter kein Strom 
war, und in 8 dan Potential x herrschte, so muss: 

/*Ci -*)" 

flir jedon QuerHchnitt verHchwinden. Da tenter fltr den Punkt B 
die Funktionen »/» und i/’' den Worth Kins, dagegen * den 
Worth a hat, ho ist IUr dieson Punkt, der sowohl dem Leiter @ 
ale auclt S' angohOrt, q . « a — ft. Fine etwaige Potential- 
differeuz in Folge des Contakts der sick in B berllhrenden 
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Metalle ware noch zu den in @ wirkenden ausseren elektro- 
motorischen Kraften zu recbnen. Setzen wir daher noch: 

63 ) fz^do = ±, 

' J an w 

so erhalten wir: 

* _ _ ftL — Cl ~ — a z & 

9 w to' w w' ? 

das bekannte Ohm’sche G-esetz. Die gegenwartige Ableitung 
dieser Formel erscheint vielleicht iibermassig complicirt. Ihr 
Nutzen tritt aber sofort hervor, wenn es sich um die Wirkung 
elektromotorischer Krafte in nicht linearen Leitern, z. B. den 
beim Hall-Phanomen gebrauchlichen Platten handelt. 

Natlirlich erhalten wir auch die sogenannten Kirchhoff’- 
schen Formeln ftir die Stromverzweigung, und es tritt recht 
deutlich hervor, dass deren Griltigkeit nicht auf lineare Strom- 
leiter beschrankt, sondern bloss an die Bedingung gekniipffc 
ist, dass die Beriihrung an einzelnen Punkten stattfindet. 
Da, was schon oft betont wurde, gemass unseren Grlei- 
chungen sich die neutrale Elekricitat, wie eine incompressible 
Fltissigkeit bewegt, so versteht es sich von selbst, dass in 
jedem Punkte, wo sich niehr als zwei Leiter beriihren, die 
Summe aller eintretenden gleich der Summe aller austretenden 
Elektricitat sein muss. 

Betrachten wir ferner einen beliebigen aus alien Leitern 

hervorgehobenen geschlossenen Kreis vonLeitern © 1? @ 2 

von denen je zwei sich in einem Punkte beriihren. Die Be- 

ruhrungspunkte seien der Reihe nach: A l2 , A 23 A ni ; 

xp k sei eine Funktion, welche fur den Leiter © fc eine analoge 
Differentialgleichung und analoge Oberflachenbedingungen be- 
friedigt, wie frliher xp und xp' , also im Punkte A h ~ 1}jc den 
Werth Null, im Punkte A 1tj fc + 1 den Werth 1 hat, und es sei: 

w k = 1: Jb — — a o . 

J dn 

Ferner sei 1>k der Werth des <jp im Punkte A k ^ lj1c ] dann 
geniigt die Funktion 

<ph = ($fc,fc + l — — 1, k 

der Differentialgleichung und den Oberflachenbedingungen fiir 
das Potential und hat in den Punkten A k „ lik und A k)lt+1 auch 
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itigen Werthe, falls in dem Leiter keine elektro- 
ihe Kraft thatig ist. 1st dagegen eine solche thatig, 
If/c der Wertb der Potentialfunktion an irgend einer 
wenn derselbe im Punkte A k ~ gleich Null ist und 
igen Punkte der Oberflache des Leiters isolirt sind. 
kte A k> k + 1 babe % k den Wertb a k . In unserem Falle 
. sollen die Wertbe des Potentials in den Punkten 
und A k)k + 1 gleicb und & kt + i sein. Daber 

wir dem Potentiale den Werth ertheilen: 

Pk = ftk- 1 , k + k + 1 — k — a k) tyk + Xk • 


in Querscbnitt des Leiters wieder verschwindet , so ist 

/ .dyjfc 1 

J J ~cTn < ^° z=£ { a * — fc+i + ^fc-i, k)~w^ * 


mme aller dieser G-leicbungen liefert: 2i k w k —^Ea k . 
snn in einem Leiter die Leitungsfabigkeit L sebr klein 
>er der sammtlicber angrenzenden Leiter ist, so ist 
>r Bedingungsgleicbung 60 dcpjdn in alien umgebenden 
unmittelbar an seiner Oberflacbe gleich Null. Der 
rerhalt sicb also, wie zu erwarten stand, fast wie ein 
ter. Wenn man daber aucb die Existenz absoluter 
ter nicbt zugiebt, so siebt man doch, dass ein System 
iter Leiter, wenn es von lauter sebr scblecbten um- 
st, sicb wahrend langer Zeit fast so verhalt, als ob 
tandig isolirt ware. 

3nn in einem einzelnen von ausseren elektromotoriscben 
freien Leiter die Leitungsfabigkeit L sebr gross gegen- 
er der Umgebung ist, so ist an seiner Oberfiacbe 
i = 0, in seinem Innern Acp = 0, daber cp iiberhaupt 
t. 
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§ 16. Beispiele ftir die Analogie der Elektrostatik und 
der Theorie der stationaren Stromung. 

In der Theorie der stationaren Stromung durcli Elachen 
und Korper pflegt man gewohnlich anzunehmen, dass in diesen 
selbst keine elektromotorischen Krafte thatig sind, dass sie 
aber an zwei Stellen (den Elektroden) mit je einem Korper 
yon sehr grosser Leitungsfahigkeit verbunden sind; In jeder 
Elektrode bat cp einen gegebenen Werth. Es ergeben sich hier 
zwei Probleme, deren Losungen stets yollkommen analog sind. 

Das erste lantet folgendermaassen: Der gesammte Raum 
sei von einer beliebigen Zabl Yon Dielektricis erfiillt, in deren 
Innern sicb nirgends wahre Elektricitat befindet. In den- 
selben sollen sicb zwei nicbt in Berubrung stehende, Yon 
ausseren elektromotorischen Kraften freie Leiter, die Conden- 
satorbelegungen, befinden, in denen cp je einen gegebenen 
Werth bat. Im Innern jedes Dielektricums erbalt man nacb 
Gleichung 15 a: 



fur jede Trennnngsflacbe zweier verscbiedener Dielektrica nacb 
Gleichung 40: 

T) d 7) d <p 0 

1 dn 0 dn 

Die gesammte wahre Elektricitat auf einer der Condensator- 
belegungen ist: 

64) W= fl? w do = -J-fjD-^Ldo, 

' J 4:71 J dn 7 

wobei der Wertb von dcpfcln im Isolator unmittelbar am 
Oberflachenelemente do zu nebmen ist, und die Normale vom 
Leiter gegen den Isolator bin zu zieben ist. 

Denken wir uns statt der Dielektrica ein System von 
Leitern verscbiedener Leitungsfahigkeit Z, statt der Conden- 
satorbelegungen Leiter von sebr grosser Leitungsfahigkeit 
(Elektroden), so erbalten wir genau dieselben Gleichungen, nur 
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dass uberall 4:%L fax 2) zu schreiben ist. Der Grosse JF 
analog ist die Grosse: 

/= - [ L^-do, 

J dn : 

welcke die Menge neutraler Elektricitat darstellt, die in der 
Zeiteinheit ans der betreffenden Elektrode in das Leitersystem 
eintritt, also die Intensitat des gesammten durch die betreffende 
Elektrode eintretenden galvaniscken Stromes; die Normale geht 
wieder Yon der Elektrode in das System der anderen Leiter. 

Falls die Werthe von J fur beide Elektroden gleich, aber 
entgegengesetzt bezeichnet sind, so fliesst keine Elektricitat ins 
Unendlicbe ab, sonst aber zerstreut sicb deren algebraische 
Summe ins Unendlicbe. Wenn die eine Elektrode die andere 
ganz umhiillt, kann natiiiiicb nnr der erstere Fall eintreten, 
daber muss in diesem Fall© aucb die algebraiscbe Summe 
der auf beiden Condensatorbelegungen yorbandenen Elektricitat 
gleicb Null sein, was aucb aus Acp = ft und dem Green’ scben 
Satze folgt. Tritt dieser Fall bei einem Condensator ein, so 
nennt man den Quotienten Wjb die Capacitat des Conden- 
sators, wobei b die Ditferenz der Potentiale an beiden Con- 
densatorbelegungen ist. Der Fall, dass nacb der Capacitat 
eines einzelnenLeiters gefragt wird, kann immer darauf zuriick- 
gefubrt werden, dass die andere Belegung eine unendbcb ent- 
fernte ibn umscbliessende leitende Kugelflacbe ist, mit der 
aucb etwa in der Nahe befindlicbe zur Erde abgeleitete Leiter 
verbunden zu denken sind. Analog heisst, wenn J fur beide 
Elektroden denselben Wertb bat (nur entgegengesetzt bezeich- 
net), der Quotient J\b der reciproke Widerstand 1/w des 
Leitersystems. 

Folgendes begrxindet nocb einen quantitativen Unterscbied 
beider Probleme. Beim letzteren kommt es baufig vor, dass 
gewisse Stellen im Baume nicbtleitend sind, ja sogar, dass 
die Leiter die Form sebr dunner Flacben oder Drabte haben, 
und der ganze iibrige Baum nicbtleitend ist. Fiir jedes 
Flachenelement, welches einen Leiter vom micbtleitenden Baume 
trennt, ist dann dcp/dn im Innern des Leiters, aber un- 
mitt elbar an der Oberflacbe, gleicb Null zu setzen. Der ana- 
loge Fall beim ersten Problem ware der, dass sammtliche be- 
tracbtete Dielektrica sebr grosse Werte- you D, d. k. sebr 
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grosse Dielektricitatsconstanten gegeniiber der Umgebung, 
batten. Dies wird kaum irgendwo realisirt sein. 

Dagegen mag sebon bier bemerkt werden, dass die Glei- 
cbungen fur die magnetisebe Induction genau dieselben wie 
fur die dielektrische Polarisation sind, dass daber aucb die 
magnetisebe Induction dieselben Gesetze befolgt, wie die 
stationare elektrisebe Stromung, was namentlieb in der Elektro- 
teebnik ausgedehnte Anwendung gefunden bat. Zudeni ist 
bier aucb die Magnetisirungszabl des Eisens ziemlicb gross 
gegeniiber der der Luft, so dass man aucb die Eisenmassen, 
in denen Magnetismus inducirt wird, in erster Annaberung 
wie Leiter betraebten kann, die sicb in einem isolirenden 
Medium befmden. Da sicb die Vorgange vollstandig identiscb 
abspielen, ist es natiirlich, aucb bei Dielektricis yon der Lei- 
tung der dielektriscben Induction yon der einen zur anderen 
Condensatorbelegung zu spreeben, und D als die dielektrische 
Leitungsfahigkeit zu bezeiebnen, welcbe Ausdriicke in der Lehre 
von der magnetiseben Induction bereits allgemein iiblicb sind. 

Bekanntlicb denkt man sicb in Dielektricis Curven, welcbe 
in alien Punkten die Eicbtung des Vektors JV X (mit den Com- 
ponenten P,Qj.R) baben. Um zu bestimmen, wie diebt die- 
selben zu zieben sind, lege man ein Flachenelement d o senk- 
reebt zu ibrer Eicbtung. Den Quotienten seines Flachen- 
inbaltes in die Anzabl der bindurcbgebenden Curven be- 
zeiebnen wir abgektirzt als die Anzabl, welcbe normal durcb die 
Flacheneinbeit bindurcbgebt. Dieser Quotient sei immer gleicb 
dem Produkte D-JV v Die Curven selbst nennen wir die Kraft- 
linien (besser Linien dielektriscber Polarisation). Da im Leiter 
i-P, £'Q, L-P die Stromcomponenten sind, so entspricht 
Eicbtung und Dicbte der Kraftlinien im Dielektricum der 
Stromrichtung und -dicbte im Leiter. 1 ) Man sagt daber aucb, 
im Dielektricum werden die Kraftlinien geleitet. Wo Elek- 
tricitat ein- oder ausstromt, oder in Dielektricis, wo sicb wabre 
Elekricitat befindet, entsteben oder enden im Leiter Strom-, 
im Dielektricum Kraftlinien. 

Wir betraebten nun ganz speeielle Falle. 

*) Sollte die Uebereinstimmung eine numerische sein, so miisste die 
Anzahl, die normal durch die Flacheneinbeit geht, gleich DN t ! 4n sein. In 
der That setzt Maxwell ID PjAn, aber beim Magnetismus a= Ma. 
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1. cp sei nur Funktion von x; fiir x = 0 sei cp — 0. fur 
.x = a habe (p den Werth b\ wegen 


wird 


V = 


b x 
a 


Handelt es sich um das Problem der dielektriscben Polari- 
sation, so sind die Ebenen x = 0 und x — a zwei leitende 
Condensatorplatten. Die Menge W wabrer Elektricitat auf 
der Flacbe Q einer der Condensatorplatten ist: 

---Q- 

in a 

•es ist also D Qj 4% a die Capacitat C des Condensators bei 
beliebiger dielektriscber Zwischenscbicht. Ist das reale Stan- 
dardmedium Zwischenschicht, so ist D = 1 ; die Capacitat ist 
daber Q/47ia. Die durcb die Form el 11 gegebene Grosse I) 
kann also experimentell als der Quotient dieser beiden Ca~ 
pacitaten definirt werden. 

Ware die Dielektricitatsconstante in dem Medium zwiscben 
den beiden Platten sebr viel grosser als ausserhalb, so wiirden 
die obigen Formeln aucb gelten, wenn die Distanz der Platten 
nicbt klein gegen die Dimensionen ibrer Flacbe Q ware. 

Die analogen Gleicbungen bezieben sicb bei dem Pro- 
bleme der Elektricitatsleitung auf den Fall, dass an Stelle 
der beiden Condensatorbelegungen zwei sebr gut leitende 
Platten von der Flacbe Q treten und der Zwiscbenraum eben- 
falls eine leitende Substanz ist. Entsprecbend der friiberen 
Formel fur TFerhalt man jetzt fiir die Stromstarke den Wertb: 

Jzt _ L-bQ 
a ’ 

entsprechend der Formel fur die Capacitat C fiir den reciproken 
Widerstand den Wertb: 


65) 


l ^ = LQ 

w b a 


Die specifiscbe Leitungsfabigkeit L kann daber definirt werden 
als die Elektricitatsmenge, welcbe durcb den Querscbnitt 1 
bindurcbgebt, sobald auf die Langeneinbeit die Potentialdiffe- 
xenz 1 entfallt. Hier ist sie im elektrostatiscben Maasse ge- 
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messen. In einem anderen Maasssysteme muss an ibre Stelle 
L h (vgl. Gl. 22h) treten, damit zum Obm’scben Gesetze kein 
constanter Faktor hinzukommt. 

Bei diesem zweiten Probleme ist die Umgebung gewobn- 
licb so schlecbt leitend, dass die Bedingnngen selbst dann nocb 
erfullt sind, wenn Q klein ist, und der Leiter, nm dessen 
Widerstand es sich handelt, die Form eines diinnen Drabtes bat. 

2. Die beiden Con dens atorbelegungen, resp. Elektroden, 
seien zwei coaxiale Cylinderflachen. Dann folgt ans Acp — 0: 

cp — air A j 

wobei a und A Constante, r die Entfernung yon der Cylinder- 
axe, l den natiirlicben Logarithmus bedeutet. Die Potential- 
wertbe an beiden Condensatorplatten sind: 

cp Q = a l r 0 + A und cp 1 = air 1 + A. 

Die Elektricitatsmenge auf einer der Platten ist: 

D Qa __ Djcpi — qp 0 )d 

4 7t r 0 ~ 2 (/ r x - Z r 0 ) 

8 ist die Lange der beiden concentriscben Cylinder, der Index 0 
bezieht sicb auf den inneren, der Index 1 auf den ausseren 
derselben. Die Capacitat des von beiden Cylindern gebildeten 
Condensators ist daber: 

^ 2 (lr x - lr 0 ) ’ 

und analog ware der reciproke Widerstand eines zwiscben 
beiden Cylindern entbaltenen Leiters: 

2 n L 8 
tr Y - lr 0 

1st das umgebende Material geniigend scblecbt leitend, oder 
von geniigend kleiner Dielektricitatsconstante , so braucht 
wiederum 8 nicbt sebr gross gegeniiber r x — r 0 zu sein. 

3. Fur zwei concentriscbe Kugeln mit den Radien r Q und 
r x wird: 

9 — 7 “ + A, 

daber die Elektricitatsmenge auf einer der Kugeln W‘= D a 
und die Capacitat 
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4 n a L und der reciproke Wider- 


dagegen die Stromstarke I 
stand 


4 7t L r 0 

n-r* 

4. Etwas allgemeinere Formeln erhalten wir wie folgt. 
Seien r und r' die Entfernungen eines beliebigen Punktes P 
der #y-Ebene yon zwei fixen Punkten A und B, welche die 
y-Coordinate 0, aber die Coordinate c , resp. — c haben; 
dann geniigt: 

67) 9~9 l ^r+9% 

wenn g und g' Constanten sind, wieder der Gleichung Acp — 0. 
Die Gleichung cp — const, re- 
ducirt sich dann auf r = ar\ 

Die Curven gleichen Poten- 
tiates in der #y-Ebene sind 
also Kreise. 

Bezeichnet man mit M 
den Mittelpunkt eines solchen 
Kreises (Fig. 1), mit C und D 
dessen Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe, so findet 
man leicht: 



68 ) 

69) 


OC^c- 


0 D = c 


14 -a 


CM-- 


2 a e 


. . - 1 - a' v ' - “ ~ 1 - 7 

0 C-OD = 0 A 2 , AM-BM— CM 2 . 

Diese Ansatze liefern direkt die Stromung der Elektricitat in 
einer kreisformigen Platte, deren unendlich gut leitender Hand 
die eine Elektrode ist, 
wahrend die andere ein 
unendlich kleiner ex- 
centrischer Kreis vom 
Centrum A ist. Die 
zweite der Relationen 
69 liefert dann den 
Punkt B. Aus diesen 
Gleichungen kann aber 
auch die Stromung be- 
rechnet werden, wenn 

die zweite Elektrode ein ebenfalls endlicher Kreis ist. Liege 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 6 
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dieser ganz innerlialb der ersten Elektrode und schneide den 
gemeinsamen Durchmesser in den Punkten C x und D 1 (Fig. 2), 
dann konnen immer die Punkte A, B und 0 so gewahlt werden, 
dass, bei Annabme des Werthes 67 fur cp , beide Kreise Curven 
gleichen Potentiales sind. Die erste der Relationen 69, auf 
beide Kreise angewandt, liefert 0 C-OI) = 0 C l 'OD v daher: 

oc= ai-.zUjL- 

DD.-CGJ 

Die Punkte A und B ergeben sick dann aus 0 A 2 — OC-OB. 
Die Potentialdifferenz an beiden Elektroden ist: 

7 ri r 0 7 BG 1 -AD 

<Pi-<Po=fft^ = 9l T c^WD- 

Die Stromstarke bleibt dieselbe, als ob A und B unendlich 
kleine Elektroden waren, sie ist also: 

J = 2 % Lg 8, 

wobei § die Dicke der Platte ist. 

Der Widerstand aber ist: 

1 7 BC x -AD 

1/1 / i . 

2 nSL AC X -BD 

Die Capacitat eines Condensators, der aus zwei geraden Kreis- 
cylindern nxit parallel en, aber nicbt zusammenfallenden Axen 
besteht, ist daher, wenn die beiden Kreise der Fig. 2 die 
Querschnitte der beiden Cylinder sind: 

Dd 

21 b g i: ad • 

AG^BD 


Die Formeln konnen auch dem Falle angepasst werden, 
dass in einer unendlichen leitenden Platte zwei aus einander 
liegende kreisformige Elektroden vorhanden sind. Der Quer- 
schnitt wiirde dann durch Fig. 3 dargestellt. Angewandt auf 
ein Dielektricum wtirden sie dann dem Falle entsprechen, dass 
die beiden Kreiscylinder ganz aus einander liegen. Hier 
brauchen nicht die beiden Cylinder mit gleichen Elektricit&ts- 
mengen geladen zu sein, wahrend frtiher auf der inneren Flache 
des ausseren Cylinders dieselbe Elektricitatsmenge wie auf der 
Oberflache des inneren sitzen musste. 

Die Losung eines anderen praktisch wichtigen Problems 
erhalten wir, wenn wir setzen: cp = gl(rr) + /. r und r haben 
dieselbe Bedeutung wie sub 4, worauf sich Fig. 1 bezieht, der 
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in der Figur gezeiclinete Kreis ist wieder derjenige, fur welchen 
y == a r ist. 

Fur den normal zn diesem Kreise genommenen Diffe- 
rentialquotienten des cp findet man leicbt 


da 


d<P _ g (l — a 2 ) __ g 
dn 2 .OA.a CM’ 

_ AC_ __ AD_ __ AM_ _ CM_ 
BC ~ BD ~ CM ~ BM 


ist. 1 ) Wir bezeichnen den Einstromungspunkt B in der un- 
endlichen Ebene als das Bild des Einstromungspunktes A . 
Sei ausserdem noch ein zweiter Punkt A ± innerbalb desselben 
Kreises gegeben, durcb den gleicb viel Elektricitat ausstromt. 



als durch den Pnnkt A oder durcb den Punkt B einstromt, und 
zeicbnen wir wieder das Bild JB l , durcb welcbes nocbmals die 
gleicbe Elektricitat ausstromen soli, und dessen Lage dadurcb 
defmirt ist, dass es auf der Geraden MA l in der Entfernung : 


MB l 


MC 2 
MA t 


von M liegt. 

Wenn die vier Elektroden A, B, A 19 B x in der unend- 
lichen, Ebene gegeben sind, so wird der Wertb des cp in irgend 
einem Punkte P (dem Aufpunkte) 


9 


-9l^rr+9, 


*) Setzt man nUmlich G M = D M = r, 0 M — AM — £, so wird 

A C __ c -hr — % _ r — K AP ___ %, + r — e _ r +_£_ ^2 __ r 2 + 

BC ~~ e-r- f » r 2 /£ — r’ BD x + r + e r 2 l£+r’ 

6 * 
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wobei r = PA, r' = PB , r x — P A Y , r/ = PB X ist. Als- 

dann wird fur die gesammte Peripherie des Kreises 


und man erhalt also die Stromung der Elektricitat dnrch eine 
begrenzte kreisformige Platte, wenn A und A l zwei Elektroden 
yon sehr kleinen Eadien und q 1 sind. Die Potentialdiffe- 
renz ist: 


<Pi~<Po = 


, ll , 2 .AB 1 .A 1 B 
^ Qo • Qi - Pi • A B 


die Stromstarke ist /= 2n Lg 8, daher ist der Widerstand 


1 7 A . A B-l . B 

nn —— / ± i i • 

2 7 iL 8 q q . . A 1 B 1 . A B 5 

8 ist die Dicke der Platte. 1 ) 

Fur Dielektrica wurde dies die Ladung zweier diinuer 
Drahte in einem cylindrischen Dielektricum darstellen. An 
Stelle der Elektroden wiirden die Querschnitte der Drahte, an 
Stelle des grossen Kreises der Quersehnitt des Cylinders treten, 
welcher Yon einem Dielektricum mit viel kleinerer Dielektri- 
citatsconstante umgeben sein miisste, was offenbar keinem 
praktisch realisirbaren Falle entspricht. 

Eine ganz andere Bedeutung hat das in gleicher Weise 
construirte Bild eines Punktes in der Theorie der Elektricitats- 
vertheilung auf Kugelflachen. Bedeutet namlich r und r jetzt 
die Entfernung eines beliebig im Raume gelegenen Punktes P 
von zwei Punkten A und B der Abscissenaxe, welche die Ab- 
scissen c und — c haben, und setzen wir 


y 


JL 

r 


+ 9 , 


wo a , g und g wieder Constanten vorstellen, so stellt die 
Gleichung r = ar' eine Kugelflache dar, auf welcher cp con- 
stant gleich g ist. Wenn also in A eine beliebige Elektricitats- 
menge g und in dem Bilde B die Elektricitatsmenge 

g GM B G 

a ~ 3 AM — $ A G 


!) VgL Kirchhoff, Ges. Abh., S. 11. 
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sich befindet, so ist die ganze Kugelflache eine Flache gleichen 
Potentiates, und zwar hat darauf das Potential denselben Werth, 
wie in unendlicher Entfernung. M ist der Mittelpnnkt der 
Kugel, C der dem Punkte B zugewandte Durchschnittspunkt 
derselben mit den Abscissenaxen. Es liefert also dieser An- 
satz die Elektrisirung einer leitend mit der Erde verbundenen 
Kugel durch eine in einem Punkte concentrirte Elektricitats- 
menge. 1 ) 


§ 17. Andeutungen fiber das Yerhalten der Stellen, 
wo die ausseren elektromotoriscben Krafte ihren Sitz 

haben. 

Es war urspriinglich meine Absicht, an dieser Stelle nocb 
einige specielle Falle, so die Elektricitatsvertheilung auf zwei 
leitenden Kugeln und das Problem des Condensators von end- 
licher Plattendicke, zu behandeln, dessen zuerst von Kirch- 
hoff gegebene Losung leicht von der Beschrankung frei ge- 
macbt werden kann, dass die Platten kreisformig sind, wenn 
nur der Kriimmungsradius der Plattenperipherie iiberall gross 
gegen die Plattendicke und Plattendistanz ist. Doch die Anzahl 
der Fragen, die speciell die Maxweil’sche Theorie und deren 
Zusammenhang mit der alteren betreffen, ist noch so gross, 
dass ich lieber wieder zu ihnen zuriickkehren will. 

Eine derartige Frage ist die iiber die Beschaffenheit der 
ausseren elektromotorischen Krafte. Obwohl iiber dieselben 
wenig bekannt ist, so tragt es doch zur Yersinnlichung bei, 
noch einige Resultate unter bestimmten, wenigstens nicht un- 
wahrscheinlichen Voraussetzungen abzuleiten. 

Wir beginnen mit einem rein formellen Uebungsbeispiele. 
Der ganze Raum sei mit einer einzigen homogenen, leitenden 
Substanz erfullt, die zu Anfang vollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch und ohne aussere elektromotorische Krafte war. 

Yon t = 0 an seien folgende unveranderliche aussere 
elektromotorische Krafte thatig. Zwischen x = 0 und x = a 
sei X = f(x), Y—Z=Q. Wegen der Symmetric kann dann 

l ) Ygl. Thomson, pap. on electrostat. Liouv. j. 1845, 1847. Max- 
well treat, chapt. XI. etc. 
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keine Grosse Funktion von y und z werden. Auch mu 
Q=zR=:fi = y=z 0 bleiben. Die Gleichung D liefert 



Es wird also auch a gleich Null bleiben. Die Gleichung 
liefert : 

D. -g- + 4*r Z.lP + f (*)] = 0, 

daher 

P= (e D _ 1 )/■(*). 

Sobald die Exponentielle gentigend klein geworden ist, hab< 
wir P =s 0 fur x < 0 und x > a, P = — f{x) zwischen dies< 
Grenzen. Es bat sicb dieser Zwischenraum mit wahrer Ele 
tricitat geladen, deren Dichte 

ist. Die gesammte Menge der wahren Elektricitat zwiscb 
x = 0 und x = a ist gleich Null, da fix) mit dem Wert 
Null beginnt und endet. Jeder plotzliche Sprung von fix) mu 
als raseker, aber continuirlicher Uebergang aufgefasst werde 
da sonst s w exakt gleich unendlich wurde. 

Es existirt ein elektrostatisches Potential, das fur x < 
einen constanten Werth K hat; fur 0 < x < a hat es d 
Werth: 

X 

x+ 

0 

fur x > a ist es wieder constant gleich: 

a 

K + f f{x) dx. 
o 

Ist a sekr klein, so nennen wir dies eine verwasche 
elektrische Doppelschicht. Die elektromotoriseke Kraft ist 

a 

j * fix) d X . 

0 

Die Bedingung, dass der Korper unbegrenzt sei, ist dann nic 
nothwendig; es geniigt, dass alle seine Dimensionen gross geg 
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a sind. Auch werden dieselben Gleichungen angenahert gelten, 
wenn die Doppelschicht die Gestalt einer krummen Flache hat, 
nur tritt dann deren Normale an die Stelle der x-Axe. 

Wenn speciell f{x) yon x = 0 bis x = § sehr rasch zu- 
nimmt, dann constant gleicb b bleibt, dann von x = a — S 
bis x = a wieder rasch bis Null abnimmt, so sind nur die 
beidenEbenen x = 0 und x = a mit der Flachendichte ±Db/ 4gt 
geladen. Dazwischen ist das elektrostatische Potential K+x.b . 
Man konnte dies eine scbarfe Doppelscbicbt nennen. 

In den meisten Fallen konnen wir uns die Wirksamkeit 
der ausseren elektromotorischen Krafte durch eine den be- 
treffenden Leiter © in zwei getrennte Theile zerschneidende 
Doppelschicht ersetzt denken. Es kann dann der in § 15 
erwahnte Leiter & A den Leiter © in beliebig vielen Punkten 
des einen, der Leiter ©^ in beliebig vielen Punkten des anderen 
Theiles beriihren. 

Wir gehen nun zu einem allgemeineren Fall iiber. Wir 
baben einen beliebigen Leiter. Es soil eine eindeutige, von der 
Zeit unabhangige Funktion % existiren, die fiir jeden Punkt 
desselben einen bestimmten Wertb hat, und es soli sein: 


70) 


Y y y d% 

dx 7 dy 7 dz 


Wir warten ab, bis die elektromagnetischen Wellen ver- 
laufen sind, also der Zustand aphot geworden ist Dann muss 
naeh Gleichung 33 sein: 


dx 7 ^ dy 7 d% 

Wenn L und D constant sind, liefert die Gleichung 16a 


daher 

4 Jt L t 

J cp = d# + &e D , 

wobei <t> eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Funktion der Coordinaten ist. Solange das letzte Glied be- 
merkbar ist, ist die Elektricitatsbewegung zwar aphot, aber 
noch nicht stationar geworden. Fiir grossere Werthe von L 
kann auch wohl der Beginn des aphoten Zustandes mit dem 
des stationaren zusammenfallen. Jedenfalls muss aber endlich 
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stationare Stromung oder statisch.es Gleichgewicht eintreten. 
Dann ist alles von der Zeit unabhangig und man hat daher 
Acp = dx- Sind L und D Funktionen der Coordinaten, so 
ergiebt sich fur den aphoten Zustand: 



Fur den stationaren Zustand folgt aus Gleichung 58: 


72) 



d% 


1st der Leiter rings von Nichtleitern umgeben, so liefert 
die Gleichung 61 im stationaren Zustand fur jedes Ober- 
flachenelement: 


78) 


dcp dx 

dn dn 


Nach dem schon fruher erwahnten Satze der Potentialtheorie 
folgt aus den Gleichungen 72 und 73 cp—x + const. Es 
wird also jedes Volumelement des Letters sich mit wahrer 
Elektricitat von der Dichte: 



laden. 

"Wenn sich der Index 1 auf das umgebende Dielektricum 
bezieht, und die Normale n vom Leiter gegen das Dielektri- 
cum hingezogen wird, so ist an jedem Oberflachenelement des 
Leiters, solange man sich noch im Leiter befindet, 9 ? = ^ 
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+ const., und die Oberflachendichte der wahren Elektricitat ist 
daselbst: 




= JLf. 

4 : 0 % \ 


I) 


dz 

dn 


-D, 


d_Vi 

dn 


Die Const ante bestimmt sich, wenn die gesammte wahre Elek- 
tricitatsmenge im Leiter gegeben ist nnd cp im TJnendliclien 
verschwinden soil. 

Wir betrachten folgende specielle Formen von Es 
seien die ausseren elektromotorischen' Krafte so im ganzen 
Leiter vertheilt, dass in dem ganzen Raum zwischen dessen 
Oberflache nnd einer von derselben uberall endlicb abstehenden, 
ganz im Innern des Leiters verlaufenden, vollkommen ge- 
scblossenen Flacbe F die Funktion % constant ist, so dass 
man von der Oberflacbe des Leiters an die Stellen, wo % ver- 
anderlicb ist, nicbt gelangen kann, obne eine endliche Strecke 
zn passiren, auf welcber % constant ist. Dann muss aucb <p 
zwischen der Oberflacbe und der Flacbe F constant sein. 

Diese Bedingung ist dieselbe, als ob gar keine ausseren 
elektromotorischen Krafte im Innern des Leiters vorhanden 
waren. Die Wirksamkeit derselben macht sicb also nur im 
Momente ihres Entstehens dadurch bemerkbar, dass eine ge- 
wisse Menge wabrer Elektricitat in das Innere gezogen und 
zur Neutralisation der ausseren elektromotorischen Krafte ver- 
wendet wird. 

Eine andere specielle Form von % ware folgende: In zwei 
Partien @4 und @ B des Leiters sei % constant gleich^, resp. %b- 
Dazwischen liege eine Schicht die rings an die Oberflache 
des Leiters reicht, und worm % variabel ist. Dann zeigen 
diese beiden Partien genau die Eigenschaft der in § 15 ebenso 
bezeichneten Leiter. Das Cbarakteristische ist, dass es in © 
nirgends stationare elektriscbe Strome geben kann. 


§ 18. Wirkung ausserer elektromotorischer Krafte in 
einem ringformigen Leiter. 

Ein dritter specieller Fall ist der, dass % eine mehrdeu- 
tige Funktion der Coordinaten ist. Dies kann nur stattfinden, 
wenn der Leiter einen mehrfach zusammenhangenden Raum 
bildet, da X, 7, Z jedenfalls eindeutig bestimmt sein mussen. 
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Wir wollen nur einen zweifach zusammenhangenden, also ring- 
formigen Raum betrachten. Zu beiden Seiten eines Quer- 
scbnittes desselben konnen dann die beiden Werthe von Xi 
die man durch einen Umgang um den Ring erhalt, nur 
um eine Constante verschieden sein, die k beissen mag, da 
ja alle Differ entialquotienten von x eindeutig und continuir- 
lich sind. 

cp muss fur den stationaren Zustand wieder den Be- 
dingungen 72 und 78 geniigen, aber es muss eindeutig sein, 
da seine Fortsetzung ausserbalb des Ringes aucb die dort 
berrscbenden Werthe yon P, Q, JR nacb Formel 33 liefern 
muss, und cp nirgends einen plotzlichen Sprung machen darf. 
Es gibt dann jedenfalls eine und (abgeseben von einer addi- 
tiven Constante) nur eine Funktion % v welche im Innern des 
Ringes die Grleicbung erfullt: 



auf der Oberfiacbe des Ringes die Gleichung: 


und deren sammtlichen Ableitungen durchwegs continuirlicb sind, 
wahrend die Funktion^ selbst sonst ebenfalls iiberall continuir- 
licb ist, nur dass ibre Werthe zu beiden Seiten einer Schnitt- 
flacbe des Ringes um die Einbeit verschieden sind. Dies folgt 
unmittelbar aus dem mehrfach citirten Riemann’schen Satze, 
wenn man den Ring wirklich durch die Schnittflache in einen 
einfacb zusammenhangenden Raum verwandelt. 

Wenn L constant ist, stellt X\ das Greschwindigkeits- 
potential einer incompressiblen, rotationslosen Fliissigkeit dar, 
die im Ringe stromt. Man kann dann setzen cp — x — 

Die Funktion cp erfiillt dann in der That die Bedingungen 
72 und 73 und bleibt aucb im ganzen Ringe eindeutig. Es 
gilt von der Funktion cp dasselbe wie im Vorbergebenden, sie 
giebt eine Ansammlung von wahrer Elektricitat im Innern und 
an der Oberfiacbe des Ringes, welche die ausseren elektro- 
motorischen Krafte zwar nicht vollstandig compensirt, aber 
docb bewirkt, dass die Stromung in jedem Punkte des Ringes 
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nur mehr vom Werthe der Constanten k abtangt. In der 
That ist nach den G-leichnngen 23: 

p = I[P + X)=z(-^L + **) = Zk *K. 

\ dx dx) dx 

Analog© W erthe gelten fiir q und r , X \ aber ist nur you der 
Gestalt des Binges und der Yertbeilung der Leitungsfahigkeit 
daselbst abhangig. 

Die gesammte Stromstarke ist: 

/= k f Z-^do, 

J dn 7 

wobei die Integration uber einen Querscbnitt des Ringes zu 
erstrecken ist. Wenn der Ring aufgescbnitten ware, so ware 
k die Differenz der Werthe des cp zu beiden Seiten der 
Scbnittflache. Es ist also cp die elektromotorische Kraft und 

f L-~~do 
J dn 

der reciproke Widerstand des ganzen Ringes, was mit Glei- 
chung 68 (§ 15) ubereinstimmt. Dasselbe Resultat hatfce man 
auch noch nach einer spater zu besprechenden Methode (§ 26) 
finden konnen, indem man cp durch Bildung des Integrals 
f{Pdx + Qdy + Rdz) fiir jeden Stromfaden eliminirt hatte. 

Auch in dem in dieser und der vorhergehenden Vor- 
lesung betrachteten Falle, dass X, Y } Z zwar nicht verschwinden, 
aber yon der Zeit unabhangig sind, kann man sich iiber- 
zeugen, dass die gefundenen Integrate unabhangig Yon der 
Art und Weise, wie sie gewonnen wurden, den Grund- 
gleichungen ohne jede Vernachlassigung geniigen. Palls keine 
stationaren Strome Yorhanden sind, konnen dabei a, /?, y ent- 
weder gleich Null oder die partiellen Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion der Coordinaten nach diesen sein. Findet 
dagegen stationare Stromung statt, so sind die Grossen a, /9, y 
nicht von P,Q,R unabhangig, und der Beweis, dass die Funda- 
mentalgleichungen ohne Vernachlassigung erfiillt sind, kann 
nur mittelst Zuziehung der .Werthe von a,/?,/ geschehen, 
welche wir in den folgenden Paragraphen finden werden. Er 
ergiebt sich ohne jede Rechnung, da ja alle in den gefundenen 
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Integralen Yorkommenden Grossen von der Zeit unabhangig 
Sind, und daher in den Fundamentalgleichungen die Glieder, 
welche wir bei Gewinnung unserer Integrale als sehr klein 
vernachlassigt haben, absolut verschwinden, sobald man die 
Integrale in die Fundamentalgleichungen substituirt. 


Neunte Vorlesung. 


§ 19. Magnetische Erscheinungen, im Falle dass elek- 
trische Erscheinungen entweder ganz fehlen, oder sich 
bloss auf elektrostatische beschranken. 


Wir haben bisher die Grossen #,/9, y aus den Gleichungen 
eliminirt. Es entsteht nun die Frage, in welchen Fallen diese 
Grossen von Null verschiedene Werthe annehmen, und zu 
welchen Erscheinungen dies Veranlassung giebt. 

Aus den allgemeinen Gleichungen D folgt, wenn man die 
erste nach x, die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt 
und sie dann addirt, ganz allgemein: 

74 N JL [ , *Wr) 1 ^ o 

' dt L dx dy d% J 

Wenn zunachst bloss elektrostatische Erscheinungen ohne 
elektrische Strome vorhanden sind, so ist keine Grosse mit der 
Zeit veranderlich; zudem verschwinden in Leitern die Grossen 
P + X, Q -f Y, R + Z\ daher sind nach 3 ^- die Grossen #,/?,/ die 
parti ellen Ableitungen einer Funktion nach den Coordinate^ 
und wir konnen setzen: 


33 m) 


dy » ^ _ dyj_ _ 

dx ? > ' dy ? ' d% 


Stellen wir uns bloss auf den Standpunkt der mit romischen 
Buchstaben bezeichneten Gleichungen, so erhalten wir also: 


75) 


d 
d t 


d M 


dip 

dx 


d x 


+ 


d M 


dip 

dy 


dy 


+ ■ 


d M 


dip 

d % 


d% 


= 0 . 


Es folgt daher, dass die Grosse in der eckigen Klammer, 



§ 19 . Magnetische Erscheinungen. 


93 


welche wir die Dichte des wahren Magnetismus nennen und 
mit 7j l0 bezeichnen wollen, mit der Zeit durchaus unverander- 
licb ist, woraus wieder nach dem citirten Riemann’schen 
Satze sich ergiebt, dass auch 'ip nicht Funktion der Zeit sein 
kann. Denn im Unendlichen muss ip constant (wir konnen 
sagen gleicb Null) sein, und Trennungsschichten fassen wir als 
continuirliche Uebergange auf, fur welcbe die Gleichung 75 
ebenfalls gilt. 

Falls also pj uberhaupt Funktion der Coordinaten sein 
soli, miissen die betreffenden wahren Magnetismen schon von 
aller Ewigkeit her bestanden haben, oder es miissten zu irgend 
einer vorhergegangenen Zeit unsere Gleicbungen nicht gegolten 
haben. Dadurch konnte in gewissen Korpem (den Stahl- 
magneten) wahrer Magnetismus entstanden s.ein 7 und dieser 
miisste so lange fortbestehen, bis wieder eine Zeitperiode 
kommt, wo die Gleichungen ungiltig werden. Die Gleichungen 
sind dann vollkommen analog mit denen fur Dielektrica, nur 
dass an Stelle von D,P,Q,Il,cp treten. 

Wir konnen daher die magnetischen Erscheinungen wieder 
versinnlichen, indem wir annehmen, dass ein positives und 
ein negatives magnetisches Fluidum existirt, welche sich in 
den Korpern gerade so verhalten, wie die Verschiebungs- 
elektricitat in den Dielektricis. Das Analogon der stromenden 
Elektricitat fallt aber beim Magnetismus vollstandig fort. 
cc,p,y sind die Krafte, welche auf die Einheit des wahren 
Magnetismus wirken. 

Fur permanente Magnete unterscheidet sich dieses Bild 
von der landlaufigen Theorie, nach welcher in solchen die 
Magnetismen sehr schwer beweglich sind, insofern, dass der wahre 
Magnetismus (natiirlich immer gleich viel positiver und nega- 
tiver) irgend einmal hineingekommen ist, wahrend der darin ent- 
haltene neutrale Magnetismus denselben Gesetzen, wie im 
weichen Eisen, gehorcht. Man nahert sich der landlaufigen 
Theorie mehr, wenn man in Stahlmagneten M sehr nahe gleich 
Eins annimmt, so dass daselbst der neutrale Magnetismus fast 
unbeweglich wird, die Luft als unmagnetisirbar vorausgesetzt. 
Natiirlich waren dann zur Erzeugung eines kraftigen per- 
manenten Magnetismus, welche ja ohnedies in eine Zeitperiode 
der Ungiltigkeit unserer Gleichungen fiel, enorme magnetisirende 
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Krafte erforderlich. Gerade so wie friiber die scheinbare Fern- 
wirkung zweier gegebener wahrer Elektricitaten dem D , also der 
Dielektricitatsconstante, verkehrt proportional war, so ist jetzt 
die zweier gegebener Mengen wahren Magnetismus dem M yer- 
kebrt proportional, undwirkonnen die Grosse M nacb Quincke’s 
Vorgang die Dimagnetisirungsconstante nennen, da sie der 
Dielektricitatsconstante yollkommen analog ist. 

In der Elektrostatik waren die elektriscben Krafte P, Q, R 
natiirlicb yon dem Wertbe der damals angenommenen Zabl b 
yollkommen unabbangig. Die dielektriscben Polarisationen 
aber, welcbe wir uns im Innern der Dielektrica yorstellten, 
waren davon abbangig; sie waren im Standardmedium z. B. 
gleicb Null, wenn wir daselbst D = b = 1 annabmen. Genau 
dasselbe gilt aucb in der Lehre vom Magnetismus. Wir 
miissen da eine dem b analoge Zabl m wahlen und yersteben, 
aucb wenn die Gleichungen 33m nicbt erftillt sind, unter der 
Dicbte des freien Magnetismus die Grosse: 


37 m) 

wabrend wir 


Vf 


lit l da 
4:71 \ dx 


+ 


d§_ 

dy 


+ 


dr\ 

d % ) ’ 


15m) 


^iw 


4 71 


d(Ma) d(Mp) d(M r ) 

dx ' dy d% 


die yon tn unabbangige Dicbte des wabren Magnetismus nennen. 

In unserem speciellen Falle, wo die Gleicbungen 33m 
gelten, wird: 

35m) t] f = 



Aucb die magnetiscben Krafte cc , {3, y sind yon m unabbangig, 
nicbt aber die magnetiscben Polarisationen, welche wir uns im 
Innern der Korper denken. Wir bezeicbnen die Gleicbungen 
stets mit derselben Ziffer, wie die entsprecbenden der Elek- 
tricitatslebre und deuten nur durcb ein angebangtes m die 
Beziebung auf den Magnetismus an. 

Sprechen wir immer nur yon der Ricbtung der Abscissen- 
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axe, so ist das magnetisehe Moment der Volumeinheit ent- 
sprechend der Formel 46 gegehen durch 


46 m) 


M ~ m 

4c n 


cc . 


Denken wir nns m yerschwindend, so dass die gesammte magne- 
tische Arbeit magnetisehe Polarisationsarbeit ist nnd kein 
Glied existirt, welches der Veranderung eines Fermwirkungs- ft 
potentiates entsprache, so verwandelt sich das magnetisehe 
Moment der Volumeinheit in die G-rosse, deren 4^ faches Max- 
well die magnetisehe Induction nennt und mit a bezeichnet. 
Dieselbe ist fur Luft, wo M = 1 ist, 


CLi — cc, 

fur einen anderen Korper 

a = M a. 

Nimmt man dagegen an, dass die Luft magnetisch un- 
polarisirbar sei, und will man nur das magnetisehe Verhalten 
der iibrigen Korper gegen Luft durch deren magnetisehe Polarisir- 
barkeit erklaren, so hat man m = l zu setzen. Das magnetisehe 
Moment der Volumeinheit, welches man alsdann erhalt, nennt 
Maxwell die Intensitat der Magnetisirung und bezeichnet sie 
mit A. Dieselbe ist fur Luft A z = 0, fiir andere K5rper: 


y. Helmholtz nennt die Grosse A einfaeh das magnetisehe 
Moment der Volumeinheit, bezeichnet sie mit l und setzt sie 
gleich & cc. Es ist also: 

75) ■& = -ff - " - 1 -, M=l + i7i& 

of 4cTt 

und daher 

76) cc + 4# A = a. 

Diese Gleichung ist einer physikalischen Interpretation 
fahig. Ist ein Magnetpol yon der Intensitat 1 in eine Fliissig- 
keit getaucht, so wirkt darauf einfaeh die Kraft a. Dies ent- 
spricht yollkommen der y. Helmholtz’schen Annahme, dass, 
wenn ein mit wahrer Elektricitat geladener Korper in eine 
Fliissigkeit taucht, die in der Abscissenrichtung darauf wirkende 
Kraft einfaeh gleich P multiplizirt mit der wahren Elektricitat 
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desselben ist, da die durch dielektrische Polarisation um ilin 
herumgeschobene Htille tiberall mitfolgen kann. Befindet sich 
der Magnetpol von der Starke 1 aber im Innern eines festen 
Korpers, so muss, damit iiberhaupt eine Kraftwirkung zur 
Beobachtung gelangen kann, rings um denselben ein Loch 
gebokrt werden. Da ist nnn a nnr dann die Kraft, welche 
auf einen Magnetpol von der Starke 1 in der Abscissen- 
richtung wirkt, wenn das Loch die Gestalt eines in dieser 
Richtung sehr stark verlangerten Cylinders hat, da dann die 
an beiden Endflachen des Cylinders durch magnetische Polari- 
sation ausgeschiedenen Magnetismen auf den Pol von der 
Starke 1 eine verschwindende Wirkung austiben. Die auf der 
Mantelflache etwa erscheinenden Magnetismen aber konnen 
ebenfalls in der Richtung der Abscisse keine Wirkung austiben. 

Ganz andere Consequenzen erhielte man, wenn das Loch 
umgekehrt die Gestalt eines Cylinders hatte, dessen Axe pa- 
rallel der Abscissenaxe, aber sehr kurz gegen den Querschnitt 
ware. Das Loch ist natiirlich mit dem Standardmedium (Luft) 
gefullt zu denken. Dann wlirde, unter der Annahme, m == 1, 
in der Luft im Innern des Loches keine magnetische Polari- 
sation vorhanden sein. In der unmittelbaren Umgebung aber 
hatte die Volumeinheit das magnetische Moment A. Dies hatte 
denselben Effekt, als ob die Basis des cylindrischen Loches, 
welche wir vom Magnetpol aus gegen die negative Abscissen- 
richtung gelegen annehmen, mit magnetischem Fluidum von 
der Flachendichte + A belegt ware; der Magnetpol liegt 
zwischen Basis und Gegenflache des cylindrischen Loches. 
Diese Gegenflache ware mit magnetischem Fluidum von der 
Flachendichte — A belegt zu denken. Da beide Flachen dem 
Magnetpole sehr nahe liegen, so findet man leicht, dass sie 
die Gesammtkraft 4 % A auf denselben in der positiven Ab- 
scissenrichtung austiben. Dazu kommt noch die von aussen 
wirkende Kraft; a . Bei dieser zweiten Gestalt des Loches wird 
also auf den Magnetpol die Gesammtkraft a + 4 % A = a wirken 
(vgl. Schluss des § 13). 

Wir bemerken noch folgendes. Nach Maxwell hat ^ 
auch in der Luft einen von Null verschiedenen Werth auch 
Luft enthalt daher unter dem Einflusse magnetischer Krafte 
magnetische Energie V. Diese ist es sogar allein, welche die 
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elektrodynamiscben und raagnetisclien Fernkrafte vermittelt. 
Wenn man will, kann inan sagen, Luffc sei nacb Maxwell 
magnetise]* polarisirbar. In- nnserem Bilde aber ist sie, wenn 
man ttt = 1 setzt, wie aneb die alte Fernwirkungslebre annimmt, 
nicht polarisirbar. Aber andere Korper, in denen M niebt 
gleieb 1 ist, sind es, und A ist das, was man in der alten 
Tbeorie, welcbe die Luffc als magnetiscb unpolarisirbar anna hm 
und die magnetiseben Krafte daselbst der direkten Fernwirkung 
zuschrieb, das magnetisebe Moment der Yolumei nh eit des be- 
treffenden Korpers nannte ; wir konnten es vielleicbt das magne- 
tisebe Moment relativ gegen Lnft nennen. Fiir einen Ring 
oder einen diinnen langen Cylinder, dessen Axe der Abcissen- 
axe parallel ist, ist diese G-rosse: 

A C, M- 1 

Ajj — \s cc a — ^ ^ cc a , 

wobei a a die magnetisebe Kraft ist, die dort wirkt, naebdem 
der King oder Cylinder entfernt wurde. Bringt man an die- 
selbe Stelle des Feldes einen sebr kurzen Cylinder mit gleicb- 
gerichteter Axe, und bezeiebnet den Wertb von A, welcber in 
dessen Innern sicb bildet, mit Aq, so kommt in seinem Innem 
zur Kraft cc a nocb —4 7tA Q binzu, daber wird 


A q = & (cc a — 4 ?t A q ) = & a a / M. 

Es kann also M als der Quotient A h / A Q bezeiebnet werden. 
Bringt man in dasselbe Feld eine Kugel aus gleicber Sub- 
stanz, so liegt fur dieselbe A zwiseben A L und Aq, woriiber 
die bekannte Magnetisirungstbeorie das Nahere lebrt. 

Wir wollen im folgenden zunaebst immer m = 1 setzen 
und erbalten dann fur die Dicbte des freien Magnetismus: 


35m) u. 37m) 




1 ( j_ ^ _l d " i \ 
4n\dx dy d&) 



wobei 

/ i] f dx 

V 

ist. Wir wollen nun Curven (die Magnetkraftlinien, besser 
Linien der magnetiseben Induction) zieben, welcbe uberaH die 
Ricbtung des Yektors Ma, M$, My baben, und zwar in 
solcber Dicbte, dass die durcb die Flacbeneinbeit senkrecht 

Boltzmann, Vorlesungen, H. 7 
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kindurckgekende Zakl g dieser Curven gleick der Grosse dieses 
Vektors ist. 

Die Menge wakren Magnetismus in einem Yolumelemente 
dr ist nack Formed 15m): 


^ dT = bc dx \: 


d(Ma) , 

-iir + 


d{Mp) , d(M r y\ 
~dT + “ST"] ' 


Die Anzakl der Kraftlinien also, welcke in dem Yolumelemente 
dr ikren Ursprung nehmen (Uebersckuss der austretenden uber 
die eintretenden) ist 4 7t7] w d.r. Wo kein wakrer Magnetismus 
ist, konnen Kraftlinien weder entspringen nock enden. Zwiscken 
den wakren Magnetismusmengen m w und m' w wirkt in einem 
Medium, wo M constant ist, die Kraft: 

54m) m w a= 

Durch den wakren Magnetismus (Magnetpol) m w sollen in der 
Distanz ^ die Wertke y P9 cc P7 /?p, y p kedingt werden. Dann ist: 


Die Anzakl der Kraftlinien, welcke von dem Magnetpole m w 
ausgeken, ist Z = 4<itf / r} w dr = 4%m xo . 

Die Annakme, dass unsere Gleickungen zu.gewissen Zeiten 
nickt giltig seien, welcke allein ein Entsteken von wakrem 
Magnetismus ermoglickt, sckeint auf den ersten Anklick ziemlick 
plausibel; einerseits gelten dieselben tiberkaupt nur fur rukende 
Korper; dies freilick ntitzt uns nickts, da, wie wir sehen 
werden, auck die Maxwell 7 scken Gleickungen fur bewegte 
Korper keine Moglickkeit einer Entstekung von wakrem Magnetis- 
mus offen lassen. Aber es ist andererseits bekannt, dass diese 
Gleickungen fur viele magnetisirbare Korper, und zwar gerade 
fiir die wicktigsten, einer wesentlicken Correction bedixrfen, 
da fiir diese die Gleickungen aufkoren, linear zu sein. Trotz- 
dem kat es sein Bedenklickes, einen so wicktigen Begriff, wie 
den des Magnetismus, lediglick auf die Annakme der Ungiltig- 
keit der Maxwell 7 scken Gleickungen in gewissen Fallen zu 
basiren. Dies gilt nock mekr, wenn man sick auf den in der 
ersten Yorlesung eingenommenen meckaniscken Standpunkt 
stellt, wo das Yersckwinden alles wakren Magnetismus un- 
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mitlolbar a, us don (■» leiohungon 5 i'olgt, welolie sugar die De- 
I'uiitionsgloiclmugon dor Drossen a, ft, y Kind. 

Dioso Hchwicrigkeit wird vollkomnion vermieden, wenn 
man dio Am pore’sche Hypotheso dor Molekularstrdmc auf 
din Maxwoll’acho Thoorio tlbortriigt. Nadi dieser giebt os 
Magnet ismim olmo oloktriseho Stromo uberliaupt, niclit. Die 
magnet isolion Kigonscbafton dor Stahhnagnote liabon ihre Ur- 
saobo in eloktrischen Simmon, wolcho die Molekiilo dersolben 
umkroison. 

Trotzdem wollon wir zuniiobst, mn dio mdglioliste A.llge- 
moinboil, zu orlmlten, blows dio (lleiolmngen D, niclit die spc- 
ciolloron f> als giltig voraussetzen and dahcr das Vorhanden- 
se.in von wahrom Magnctismus an gowisson Station niclit aus- 
soldiosHon, dor sioh abor mil; dor Zoit niclit arnlern kann. 
Spilt, or kilnnon wir dotmolbon immor winder gleicli Null setzen. 


§ 20. Magnotiacho Ersohoinungon boi Vorhandensein 
stationilror Strbmungon, abgeloitot untor Amiabme 
dor Wxiatonz von wahrom Magnotismus. 


Wir bot.rao.ht, on nun don Fall stationitror Striimung. Fur 
dioHolbo ist. naoh Uloidumg 2b p L ( P -l- A'), und wir sahen, 
iliLHs A , J , //, /', Q, U niclit. mit, dor Zoit veranderlich sind. 
Dio Diflhronz dor boidon lotzton dor Gleielrangen C, erstere 
vorhor partioll naoh z, lotztoro naoh y difforonzirt, liefort: 


A a 


An I d r 

$ \dV 


dq\ . </• / 'I it d ft dy\ 

(l \ j dx \ d x d y d x ) ’ 


wnrauH Iblgt,: 



77) 

a «=« a x 4- a v 


wotm 



7H) 

t (tlq 

d r \ 

: lit [dx. ' 

li V ) ’ 

33 in) 

(l 1 U 

“* “ " dx • 

* 

goHotzt wird. 

Analoge Gleiehungen gelton fttr die y- und r-Axe. 

Daboi ist 



36 m) * 

f *lf dt t f da 

I 1 J i> An \ dx 

+ W + <tr\ 

dy r d%) 


rjrsk 
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da 

37 m) 


«, = J_ flSL + + lL) 

lf in \dx ^ dy ^ dzj 


ist. 'ifj (das magnetische Potential) ist vollkommen analog 
dem elektrostatischen Potentiale 9 0 . Dagegen kommen die 
Glieder mit p , q 7 r neu hinzu. Es sind dies die sogenannten 
Vektorpotentiale, welche dnrch folgende Gleichungen definirt 
sind: 


79) 



p cl X 




Wenn wir die Giltigkeit der Gleichungen 5 nicht voraus- 
setzen, also die Moglichkeit von wahrem Magnetismns anneh- 
men, so sind cc 7 (3, y die Krafte, welche anf die wakre Magne- 
tismnsnaenge eins in den Coordinatenrichtungen wirken, was wir 
schon frtiher fur den Fall nachgewiesen haben, dass nur 
Magnetismen wirksam sind. Da nun diese Krafte nnr vom 
Zustand der nnmittelbaren Umgebung, nicht aher davon ab- 
hangen konnen, wie dieser Zustand erzeugt wurde, so muss 
dies auch gelten, wenn er durch elektrische Strome hervor- 
gerufen wird, sobald nur der wahre Magnetismus ruht und 
an der betreffenden Stelle selbst keine elektrischen Strome 
vorhanden sind. 

Waxen diese Bedingungen nicht erfullt, so hatte, schon 
die unmittelbare Umgebung der Magnetismusmenge eir:e an- 
dere Beschaffenheit, als sie beim Beweise vorausgesetzt wurde; 
es miisste also dieser noch gefuhrt werden. Schliessen wir 
die Moglichkeit von wahrem Magnetismus aus, so horen die 
Formeln 77, 78. 33m, 36m, 37m, 79 nicht auf, richtig zu 
sein, nur dass immer ^ = 0 ist; aber die physikalische Be- 
deutung von cc,fi,y muss erst gefunden werden. Dann kann 
man auch schreiben: 


80) 


7] f = 


in M 


d_M_ 

dx 


+ /? 


d M 
dy 


+ 7 


dM_ 
d & 


Es ist dies der in Folge der magnetischen Krafte der elektri- 
schen Strome dort, wo M variabel ist, respektive an der 
Grenzflache zweier Korper von verschiedenem M 7 frei werdende 
Magnetismus, ausser welchem uberhaupt weder freier noch 
wahrer Magnetismus existirt. Die Bedeutung der Yektor- 
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potentiale ist eine sehr bekannte. Trotzdem will ich kier der 
Vollstandigkeit halber dieselbe in Erinnerung zuriickrufen. 

1. Wir nehmen an, wir hatten nur lineare Strome. Sei 
ds' ein Langenelement eines solchen x' , y', z' dessen Coordinaten, 
dx', dy', dz' dessen Projektionen auf die Coordinatenaxen, i 
die daselbst herrschende elektrostatisch gemessene Strominten- 
sitat, a der Querschnitt des Stromleiters nnd q dessen Ent- 
fernung von dem Punkte mit den Coordinaten x,y,z, wo 
gesucht werden, endlich seien: 


die Eichtungscosinus von q, dieses von dr gegen den Auf- 
pnnkt hin gezogen, und: 



dy 

ds' 


v = 


d%' 

ds' 


die Eichtungscosinns von ds', letzteres in der positiven Strom- 
richtung gezogen. Dann ist: 


dr = ads', 



r — 


i' v 

CF 


Wir sahen, dass bei Anwendung des anderen, zum Schluss 
des § 7 erwaknten Maasssystems p — p h .h, q — q h . h , r = r h . h 
ist. Bezeichnen wir die in jenem anderen Maasssysteme ge- 
messene Elektricitatsmenge , die in der Zeiteinheit durch den 
Querschnitt geht, also die in jenem anderen Maasssysteme 
gemessene Stromstarke mit i h , so ist also auch: 

81) i = i h .h. 

Wir erhalten zunaclist bei Anwendung des elektrostatiscken 
Maasses nach Formel 78: 


«i =-f ‘-L r [1g-y')dz'-(z-z')dy r ]. 

Dabei ist a 1 die Kraft, welche auf einen Magnetpol von der 
Intensity 1 in der Abscissenricbtung wirkt. 

Wir haben also in dem Bilde weiter anzunehmen, dass 
jedes Stromelement ds' auf die Einheit des Magnetismus eine 
Kraft ausiibt, die senkrecbt stebt auf der Ebene p, ds' und 
deren Intensitat: 
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oox i' d s' sin (0, ds') 

32) — §7 

ist (ygl. I. Theil, Art. 90). 

Diese Kraft ist unabhangig von der Natnr des Korpers, 
in welcliem sich das Stromelement und der Magnetpol be- 
finden. 

Substituiren wir in dem Ausdruck 82 den Werth 81, 
so folgt: 

h . i k '. ds' sin (q, ds') 

Wf * 

Man sagt, die Stromstarke ist in magnetischem Maasse 
gemessen, wenn sich dieser Ausdruck auf: 

i' d s' sin d s') 

“2 

reducirt. Um das magnetische Maass zu erhalten, muss man 
also in den mit h bezeicbneten Formeln des § 7 die Grosse h 
gleicb D, d. i. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektri- 
schen Wellen in der Luft setzen. Die magnetische Einlieit der 
Elektricitat E m dividirt durch die elektrostatiscbe E s , beide in 
Luft gemessen, giebt: 


1 ! %-iH 7 

also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen 
in Luft. Hieraus folgt, dass die Zahl i s oder e 9 , welche eine 
Stromstarke, resp. Elektricitatsmenge im elektrostatiscben Maasse 
ausdriickt, dividirt durch die Zahl i m oder e m , welche dieselbe 
Stromstarke, resp. Elektricitatsmenge im magnetischen Maasse 
ausdriickt, gleich 3. 10 10 ist und dass die Dimensionen der 
magnetisch gemessenen Elektricitatsmenge gleich denen der 
elektroatatisch gemessenen dividirt durch eine Geschwindig- 
keit sind. 

Was die Richtung der Kraft, die das Stromelement auf 
den Magnetpol ausiibt, anbelangt, so ist sie die der posi- 
tiven #-Axe, wenn sich das Stromelement im Coordinaten- 
ursprung befindet und die Richtung der positiven z -Axe hat, 
wahrend der Magnetpol auf der positiven y - Axe liegt. Es 
wird also in der That positiver Magnetismus nach der Linken 
des Ampere’schen Schwimmers abgelenkt, sobald man die 
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positive Abscissenaxe von uns aus nach rechts, die positive 
y-Axe nach binten, die positive z- Axe nach oben zieht. Anf 
der Schultafel geht daher die positive z-Axe von der Linken 
gegen die Rechte der Zuhorer, die positive y-Axe von der 
Tafel gegen das Auditorium, die positive z-Axe nach oben. 
(Franzosisches Coordinatensystem, Hopfencoordinatensystem). 
fur ein Auge, das sich dort befindet, wohin die positive z-Axe 
55 e igt, gelangt man im Sinne des Uhrzeigers auf kiirzestem 
Wege von der + y- zur + z-Axe.) Fiir das durch das 
Spiegeibild dargestellte Coordinatensystem miissten entweder 
aile sechs Ausdriicke, welche die Form haben: 

d ft d y ^ dR d Q 

d% dy dy d% 

in den Grundgleichungen das entgegengesetzte Zeichen er- 
halten, oder es miisste, sei es freier und wahrer Magnetis- 
mus, sei es freie und wahre Elektricitat, aber nicht alle vier 
gleichzeitig, entgegengesetzt bezeichnet werden. 


Zelinte Vorlesung. 


§ 21. Magnetische Krafte eines Elementarstromes und 
eines Solenoides. 

Wir wollen nun die Werthe von berechnen, welche 

durch einen sehr kleinen ebenen elektrischen Strom an irgend 
einer Stelle des Raumes (dem Aufpunkt) bedingt werden, und 
welche wir, falls wir wahren Magnetismus zugeben, als die 
Krafte ansprechen konnen, die der Strom auf einen im Auf- 
punkte befindlichen Nordpol 1 ausiiben wiirde. Sei der Auf- 
punkt Coordinatenanfang und die z?/-Ebene parallel der Strom- 
ebene; der Strom fliesse in dem Sinne, wie man von der 
+ # -Axe auf kiirzestem Wege zur + y-Axe gelangt, also von 
der + z-Seite aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers. Ferner 
sei O' ein Punkt der vom Strome umflossenen Flache, die 
or -Coordinate dieses Punktes sei p, die y- Coordinate sei Null, 
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und die 2 - Coordinate q. ar'= p + y' — y, z'— q seien die 
Coordinate!! eines Elementes d s' des Stromes. Dann wird: 


„ __3 pqfh _ hf d ( M 
“1 — u t 5 w dciXt 3 ) 





1_ , _3qM idLJL ( i ) 

P ^ P J ~~ W dq U 8 / 


f ist die vom Strome umflossene Flache und t—0 0' . Wir zielien 
von O' eine Normale zum Stromkreise nach der Richtung, von 
wo aus gesehen der Strom im Sinne des Uhrzeigers fliesst, 
und schneiden darauf ein unendlich kleines Stuck O' 0" = § 
ab, ferner denken wir uns in O' die magnetische Masse: 


83) 





in 0" die gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Masse. 
Dann sind a 1 ,P 1 ,y 1 die Krafte, welcbe diese beiden Massen 
auf eine magnetische Masse + 1 im Aufpunkte ausiiben wiir- 
den, wenn + m dieselbe mit der Kraft m/OO' 2 abstosse, — m 
sie nach demselben Gesetze anzoge. 

Dies gilt offenbar unabhangig von der Lage des Coordinaten- 
ursprungs. Sind daher nunmehr wieder x,y,z die Coordinaten 
des Aufpunktes M, und bezeichnet man mit: 


0 mm 

^ — THd ~ 0 " M 

das Potential der Massen + m und — m auf derselben, so ist: 


85) 


dip q dip 

dx 7 Pi ~~ dy 7 


Man iiberzeugt sich leicht, dass: 


Yi = “ 


dip 

d% 


d { O' M 0"M J 

der Gesichtswinkel ist, unter dem von A? aus gesehen der 
Stromkreis erscheint, daher kann man schreiben: 


t o ist positiv, wenn fur ein in M befindliches Auge der Strom 
dem Uhrzeiger entgegenfliesst. co ist gewissermaassen die An- 
zahl der Sehstrahlen, die von der Seite, wo der Strom dem 
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Uhrzeiger entgegenfliesst nach der anderen durcli den Strom 
hindurchgehen. Hat man statt eines kleinen ebenen Stromes 
eine Reihe gleicher, aquidistanter, perlschnurartig angeordneter 
Strome, ein Solenoid, wo N Strome auf die Langeneinkeit ent- 
fallen, so kann man setzen: 8—1 jN. Denkt man sick dann 
an demjenigen (dem positiven) Ende O' des Solenoid, wo fur 
den ausserhalb desselben stebenden Bescbauer der Strom dem 
Uhrzeiger entgegenfliesst 1 ), die magnetiscbe Masse +m, am 
andern Ende 42 die Masse — m : wobei wieder m — i’fNjty 
ist, bezeicbnet man ferner den Anfpunkt wieder mit M und 
setzt: 

86 ) ^ = 

so ist wieder im Punkte M : 

a = _ dy_ dip 

1 dx 1 dy ? ' 1 d% 

Alle diese Formeln gelten, da die bier gebraucbte Magnetis- 
menge m bloss zur geometriscben Deutung diente, aucb un- 
verandert, wenn gleicb Null ist; nur dass dann wieder be- 
ziiglich der physikalischen Bedeutung von a v (3 V y 1 auf spater 
yerwiesen werden muss. 

Wir setzen yoraus, dass das Princip der Erbaltung des 
Schwerpunktes und das Flachenprincip fur die ponderabeln 
Korper allein gilt, als ob kein Aetber yorbanden ware, dass 
also der Aetber weder ein erbeblicbes Moment fortscbreitender, 
nocb rotirender Bewegung erhalt. 

Nacb diesem Princip, welcbes wir das Princip der Grleicb- 
beit der Wirkung und Gregenwirkung der ponderablen Korper 
nennen wollen, muss im leeren Raume, in Luft und in alien 
Korpern, welcbe die Wirkung der elektriscben und magneti- 

x ) Da es ublich ist, den Nordmagnetismus als den positiven zu be- 
zeichnen, so bebalten wir in diesem einen Punkte diese Festsetzung con- 
sequent bei, obwohl sie nieht zu unsern sonstigen passt; denn wir be- 
zeicbnen sonst die Seite, wo der Strom wie der Uhrzeiger zu fliessen 
scheint, als die positive. Bei Anwendung des englischen (Wein-) Coordi- 
natensystems wurde sie zu den iibrigen passen, docb ist dann der Uebel- 
stand, dass, wenn die a;- Axe nach recbts (also wie wir schreiben) in der 
Tafel und die o^-Ebene, wie es fiir die Darstellung von Flachen bequem ist, 
horizontal gelegt wird, der Zuschauer, wenn er vor der Tafel steht, nicht 
in den durchaus positiven Raumoctanten kommt. 
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schen Krafte nicht erheblich beeinflussen, fur die scheinbaren 
Fernkrafte Wirkung gleicb Gegenwirkung sein. 

Wenn wir daher aucb nicht behaupten konnen, dass jeder 
Magnetpol m auf jedes Strom element eine Kraft austibt, welche 
dem rri- fachen der durch Gleichung 82 bestimmten gleich, 
aber entgegengesetzt gerichtet ist, so muss doch die Gesammt- 
kraffc, welche wahre Magnetismen, falls deren Existenz an- 
genommen wird, auf einen geschlossenen Strom ausiiben, immer 
dieselbe sein, als ob jenes der Fall ware. Ebenso muss in 
dem zuletzt betrachteten Falle der Magnetpol m r , dessen Co- 
ordinaten x,y,z seien, auf ein in der Entfernung q befind- 
liches positives Solenoidende mit den Coordinaten x', y', z 
Krafte ausiiben, deren Componenten in den Coordinaten- 
richtungen sind: 

i’ f N (%' — x) i'fN(y' — y ) i'fN(z' — ») 

. D <? 8 ’ TOg 5 ’ IT^ ‘ 

Die Kraft ist also dieselbe, als ob das Solenoidende ein 
Magnetpol von der Intensitat i' fNMjty = ware, wobei 

i' die im elektrostatischen, i' m die im elektromagnetischen 
Maasse gemessene Stromintensitat ist. 

§ 22. Magnetische Krafte eines beliebigen Stromes aus 
denen eines Elementarstromes berechnet. 

Um die Werthe cc,@,y, die durch einen beliebigen ge- 
schlossenen Strom von der elektrostatisch gemessenen Inten- 
sitat i bedingt werden, zu finden, construiren wir eine beliebige 
Flache F , welche rings von dem geschlossenen Strome um- 
grenzt wird, und darauf in bekannter Weise unendlich viele, 
unendlich kleine geschlossene Stromchen, die sich im Innern 
der Flache uberall aufheben, an deren Kande aber zum 
gegebenen elektrischen Strome vereinigen. Jedes dieser 
Stromchen konnen wir durch einen Nordpol in dessen 
Inneren und einen Sudpol in der Distanz § in der positiven 
Normalenrichtung davon entfernt ersetzen; alle zusammen, 
folglich auch den ganzen urspriinglich gegebenen Strom also 
dadurch, dass wir die Flache F gleichmassig mit Nordmagne- 
tismus und eine unendlich nahe, iiberall in der Distanz § 
befindliche mit genau gleich viel Siidmagnetismus belegtdenken; 
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die Flaohondicbto dcs Magnetismus muss dabei i/fyS sein. 
(/' ist daniL das Potential aller dieser Magnetismen auf die 
Magnetismusmenge Kins im Aufpunkt, wobei als Potential der 
Magnetismen m und m' der Ausdruck mm' j q ohne weiteren 
Eaktor zu versteben ist, und es ist: 




d ?// 
dx ’ 


/* = 


dyj 

< Ty ’ 



A.ueh far die Giltigkeit dieser Formeln ist es vollkommen 
gleiebgiltig, ob wir die Existenz von walirem Magnetismus 
zugeben odor niclit; die bier fingirten Magnetismen sind ja 
uttr geometrischo Hilfsbegriffe fur die Re cbn ung 

•i/' kauri aueb als der. mit der magnetischen Stromintensitat 
‘ m = i/\ 1 multiplizirto Gesicbtswinkel ro definirt werden, unter 
dem der gescblossene Strom vom Aufpunkt aus betraebtet er- 
sebeint. ro ist wie bei einem unendlieb kleinen Strome mit 
positivom Zeiehen zu nebmen, sobald der Strom vom Auf- 
punkt aus betraebtet dem Uhrzeiger entgegenfliesst, dagegen 
mit negativem, worm or wie der Uhrzeiger fiiesst, sobald der 
Zahlonwortb von ro kleinor als 2 % ist. 

G-eben wir die Existenz von wahrem Magnetismus zu, so 
wirkt auf die wabre Magnetismusmenge m w in der Abscissen- 
riebtung die Kraft a . m,„. Da von m w nacb alien Richtungen 
4 n m„, Kraftlinien ausgeben, so ist ro = Z/m w , wobei Z die 
Anzabl dor Kraftlinien vorstellt, welehe der Pol m w durcb den 
geschlossoncm Strom bindurcbsendot, und zwar von der Seite, 
von wo aus gesobon dor Strom dem Ubrzeiger entgegenfiiesst 
nacb dor anderen hin. Daber wird: 


i 1 


iZ 


Die Kraft, welobe auf die Magnetismusmenge m w in der Ab- 
scissenricbtung wirkt, ist: 


- m,„ 


d yj 
dx 


i d7 t 
$ dx 


Wllrde der Strom im magnetischen Maass gemessen, so ware: 



Analoge Ausdrlleke gelten ftir die Krafte , welcbe in der 
Ricktung der y- und z - Axe wirken. Die Arbeit, welcbe die 
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sclieinbar auf den Magnetismus wirkenden Krafte bei einer 
Bewegung desselben leisten, ist daber gleich der Abnabme der 
Grosse iZjty. 

Waren beliebig viele Magnetpole vorbanden, so ware die 
Arbeit bei einer beliebigen Bewegung derselben 

87) SA=-^S2Z, 

wobei 2!Z die Gesammtzabl der Kraftlinien ist, welche alle 
Magnetpole durcb den Stromkreis scbicken; 3J2Z ist der Zu- 
wacbs yon JEZ. 

Nach dem oben erwabnten Principe der Gleichheit der 
Wirkung nnd Gegenwirkung ist aucb umgekebrt bei einer 
Lagenanderung des Stromkreises die Arbeit der scheinbar auf 
ibn wirkenden Krafte durcb die Formel 87 gegeben. Eine 
Deformation des Stromkreises miisste man sicb dabei durcb 
eine Verschiebung mebrerer Stromkreise ersetzt denken, 
welcbe sich, wie die friiber benutzten Elementarstromcben, an 
alien Stellen, wo sie nicbt mit dem urspriinglicb gegebenen 
Strome zusammenfallen, aufheben. Der Zuwacbs der letzteren 
Grosse stellt aucb dann nocb die Arbeit der scbeinbar auf 
den Stromkreis wirkenden Fernkrafte dar, wenn die Kraftlinien 
von anderen Stromen berriibren, da ja fur die Krafte, welcbe 
auf den Stromkreis wirken, wieder nur der Zustand der un- 
mittelbar benacbbarten Partien des Aethers maassgebend ist, 
gleicbgiltig, wober stammen. 

Die Anzabl der Kraftlinien, welcbe durcb einen ge- 
scblossenen Stromkreis geben, ist: 

-S ’ Z — f Md o [a cos (nx) + p cos {ny) + y cos (n s)] , 

wobei do wieder ein Flacbenelement einer beliebigen, durcb 
den Strom begrenzten Flacbe F, n die in der Ricbtung, in 
welcber die Kraftlinien durcb die Flacbe bindurcbgehen, ge- 
zogene Normale ist. Diese Formel ist natiirbcb wieder davon 
unabbangig, ob man wahren Magnetismus annimmt oder nicbt. 

Wird das Feld speciell durcb einen zweiten gescblossenen 
Strom S' mit der Intensitat i' erzeugt, stammen also cc,ft,y 
yon diesem ber, so ist nacb der Formel 78: 
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und wonn M. constant ist, wird nach dem Stokes ’schen Satze 
(vgl. I. Th. , Art. 76): 

^’ /j = - jff d * (P l + r JP + r»), 

wobei d. s* ein Linienelement des ersten Stromkreises, 

(lessen Kichtnngscosinus sind. 

Bozeiclmet man mit ds' ein Linienelement des zweiten 
Stromkreises W, mit v' dessen Ricktungscosinus, und mit 
(> die Entfermmg zwischen ds und ds', so ist: 


p « 





\I r/ M i r rr (7 d S (l s' 

- - 1 rJJ — ’ 

wobei <r = (A[i'+ vv' der Winkel der beiden Elemente 

ds und ds* ist. 

Dio Arbeit, wolche die scheinbar zwischen den Strom- 
kreisen wirkenden Fernkrafte leisten, ist also gleich dem Zu- 
wacliHo der Grosser 


88) 


i v , y i V M r r <j d s d s' 

1 ! \ ^ J j) 5 * J J n 


Worm dieaor Zuwachs positiv ist, heisst dies, dass die 
Vornohiebung in dor Richtuug stattfindet, in welcher die schein- 
baren Fernkrafte wirken. Fiir das magnetische Maass der 
Strom intensitat tritt wieder an Stelle des Faktors 1/D 2 die 
Einheit. 

Die, Kriifte, welche gleicbe Strome in verschiedene Flussig- 
keiten getaucht auf einander ausiiben, sind dem M derselben 
dirokt proportional, wenn im Innern der Drahte durch die 
Strome kein froier Magnetismus erregt wird, also das M im 
Innern der stromfiibrenden Drahte obne Einfluss ist. Letzteres 
kbnnte eintreten, wenn der stromfiihrende Draht ein dicker 
Eisendraht ware, der sicb an gewissen Stellen selbst solenoid- 
artig umsclilingen wilrde. 

Wir saben, dass die Wirlmng wahrer Magnetismen in 
verRchiedenen Fliissigkeiten dem M verkehrt proportional ist. 
Die von Stromen auf wahre Magnetismen aber ist von M un- 
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abhangig. Ueber die Ableitung des Ampere’schen Gesetzes 
aus dem Ausdrucke 88 vgl. L Th., Art. 92. 

Ware M variabel, so kamen dazu noch die Krafte, die 
von den Magnetismen herruhren, welche durch die von diesen 
Stromen erzengte magnetische Polarisation dort frei werden, 
wo M variabel ist, oder einen plotzlichen Sprung macbt. 


Elfte Vorlesung. 


§ 28. Magnetische Energie des Feldes. 

Wir wollen nun nocb den Ausdruck fiir die Energie des 
Peldes aufsuchen, welcbe durch das Zusammensein von elektri- 
schen Stromen mit anderen, oder, falls wir wahren Magnetis- 
mus zugeben, auch mit wahren Magnetismen bedingt ist. Zu 
diesem Zwecke stellen wir uns folgendes Problem. Wir haben 
ein beliebiges Magnetfeld, welches durch beliebige andere 
stationare Strome, vielleicht auch durch wahre Magnetismen, 
wenn wir deren Existenz zugeben, hervorgerufen ist. Yermoge 
dieser Ursachen sollen in einem Aufpunkte mit den Coordi- 
naten x,y 7 z die Grossen a,fi,y bestimmte Werthe haben, die 
wir einfach ohne jeden Index bezeichnen. In dieses Feld soil 
ausserdem noch ein geschlossener linearer elektrischer Strom 
S von der Intensitat i gebracht werden. Ware er allein vor- 
handen, so warden cc,(3,y im Aufpunkte die Werthe haben: 

r _ _ v - __ d v 

1 dx 7 l 1 dy 7 d% ’ 

wobei yj = i 0 / D und co ganz wie fruher der Gesichtswinkel 
ist, unter dem der Stromkreis vom Aufpunkte aus betrachtet 
erscheint; das Zeichen von co bestimmt sich wie dort. Die 
gesammte Energie des Feldes ist nach Formel B: 

F= fj^r(“ 2+ P 2 +r 2 )d* +/-^K 2 +/? 1 2 +r 1 Vr 
+ f-^ ace i+ PPi+rYi)**- 
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Wenn weder das Feld noch der Strom verandert wil'd, son- 
dern bloss der letztere sich im Felde bewegt, so andern sich 
die beiden ersten Integrate rechts nicht, sondern bloss das 
dritte, welches wir mit i.£ 2 bezeichnen wollen. 

Die Funktion ip, deren negativen Ableitungen cc x , ft v y 1 sind, 
ist mehrdeutig, da durch den Stromkreis der unendliche Ra n™ 
zweifach zusammenhangend geworden ist. Sie wird eindeutig, 
wenn wir den Raum durch eine beliebige Flache F, welche 
vom Stromlcreise umrandet wird, durchschneiden. Dann liefert 
die partielle Integration: 


£i — 4 ™ f do M[a cos (nx) + ft cos (ny) + y cos ( nz )] (« a — <Bj) 


+ - 


4 5*19 


I 


codr 


d ( M «) d ( M ft) d(My) 

. d x dy d z 


Dabei ist d o ein Flachenelement der Flache F, n dessen Nor- 
male, (t) 2 der Worth von co unmittelbar an do auf der posi- 
tive^ auf der negativen Seite der Normalen. Ziehen wir 
daher die Normale nach jener Richtnng hin, wo sich das Ange 
befinden muss, damit der positive Strom wie der Uhrzeiger 
fiiesst, so ist co 1 -=2ut, co 2 == —2 und co nimmt ah, wenn 
man sich von der negativen Seite der Normalen aussen urn den 
Strom herum, ohne die Flache F zu durchsetzen, bis zur posi- 
tiven begiebt. Daher ist co 2 ~ co l = — 4 it, und wir erhalten: 

£} = — j* Mdo[a cos (n x) + /9 cos (ny) + 7 cos (n z)] 


Hier ist: 


+ ..J [W fcodT 


d (M n) d(Mft) d (M y) 

dx ' dy dx J ‘ 


89) f Mdo[ct cos (« x) + ft cos (ny) + y cos (n z)] = 2Z 

die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Flache F von 
der negativen gegen die positive Normalenseite hindurchgehen. 
Ist nun das Feld nicht durch andere Strome, sondern bloss 
durch wahre Magnetismen erzeugt, so sitzt in jedem Volum- 
elemente dx, wo der Ausdruck: 


r d{M.a) dJMJ) diMy) 

L dx ' dy ' d% . 

nicht verschwindet, die wahre Magnetismusmenge: 
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cl r 
4 7t 

von welcher 

dr 

Kraftlinien ausgehen, 


cl (31 a) d(Mfi d(M r j 

dx ' dy d% 

d(Moc) d(M r ) ' 

dx dy d% 


1 r , \d(Ma) d{Mp) d{My) 

in~J w dT [-nr + _ jit + ~dr. 


ist daher die Zahl der Kraftlinien, welche alle wahren Magne- 
tismen durch die Flache F hindurchschicken, und zwar yon 
der Seite, wo der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst , nach 
der anderen tun, also von der negativen gegen die positive 
Normalenseite. Dieser Ausdrnck muss daher dem Aus- 
drucke 89 gleich sein, da er dieselbe Anzahl von Kraftlinien 
darstellt. Hieraus folgt £2 = 0. Dem Zusammensein eines 
Stromes mit wakrem Magnetismus entspricht daher keine 
Energie des Feldes. Werden ein elektriscker Strom von un- 
veranderlicher Intensitat und wahre Magnetismen gegen ein- 
ander hewegt, so wird die hierzu erforderliche Arbeit nicht 
dem Energievorrathe des Mediums entnommen, resp. kommt 
ihr zugute, sondern der Energiequelle, welche den elektrischen 
Strom treibt. Sind dagegen keine wahren Magnetismen vor- 
handen, so wird 


90) 


i£i= J ^ Mdo[a cos ( nx ) + (J cos (n y) + y cos (nz)] 



(vgl. Pormel 89). 

Die Arbeit der Krafte, welche yon Stromen scheinbar auf 
Magnete ausgetibt werden, ist bei Bewegung der letzteren nach 
Formel 87 gleich der Abnahme der Gr5sse iJSZ/H. Dieselbe 
G-rosse giebt daher umgekehrt die Arbeit bei Bewegung der 
Strome im Felde, und zwar nicht bloss, wenn dieses durch 
wahre Magnetismen, sondern auch, wenn dasselbe Feld durch 
andere Strome erzeugt wird. Werden daher Strome relativ 
gegen einander bewegt, so wachst die Energie des Mediums 
urn einen Betrag, der genau gleich der Arbeit der Krafte ist, 
welche diese scheinbar aufeinander ausiiben. Letztere Arbeit 
ist aber wieder dem Zuwachs der sichtbaren lebendigen Kraft; 
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(oder Arbeit) gleicb. Daher muss jetzt den elektromotoriscben 
Kraften, welcbe die Strome treiben, doppelt so viel Energie 
entnommen werden. Die Halfte kommt sicbtbar zum Vorscbein, 
die andere Halfte wird in nnsicktbare Aetberenergie verwandelt. 

Bei zwei nahen gleichlaufenden kreisformigen Stromen z. B. 
gehen die Kraftlinien des einen in negativer Ricbtung durcb den 
andern. Werden beide Strome einander genabert, so nimmt 
der Absolutwerth von 2Z zu, mit Riicksicbt anf das Zeicben 
nimmt also 2 Z ab, demnach die Mediumenergie nacb Formel 90 
zn. Aber aucb die sicbtbare Energie nimmt zn; die Strome 
bewegen sicb mit Bescblennignng gegeneinander oder leisten 
sicbtbare Arbeit. Beide Energiezuwachse miissen von den elektro- 
motorischen Kraften bestritten werden, welcbe die Strome 
treiben. Werden deren Intensitaten constant erbalten nnd sind 
ausserdem keine anderen sicbtbaren Bewegungen vorbanden, 
so baben diese elektromotoriscben Krafte keine Energie zn be- 
streiten ausser diesen Energieznwacbsen nnd der Joule’scben 
Warme. 

Man siebt darans, dass die Berecbnnng der ponderomo- 
toriscben Krafte ans der Energie des Mediums nur dann ge- 
stattet ist, wenn, wie in der Elektrostatik nnd bei der Weebsel- 
wirkung wabrer Magnetismen, keine andere Energiequelle vor- 
banden ist. 

§ 24. Ableitnng der magnetiscben Erscbeinungen, 
obne die Annabme der Existenz von wabren 
Magnetismen. 

Wir sind in der Ableitnng aller dieser bekannten Lebr- 
satze wesentlich dem Ideengange Hertz’ gefolgt. Diese Be- 
weisfuhrnng ist obne Zweifel riebtig, giebt aber kanm einen 
klaren Einblick in den inner en Znsammenbang. Vollkommen 
erscbopfend kann die Tbeorie der ponderomotoriscben Krafte 
naturlich. erst in der Elektrodynamik bewegter Korper gleicb- 
zeitig mit der Elektrostriction im allgemeinsten Sinne des 
Wortes, d. b. der Lebre von den Druckkraften und den De- 
formationen, welcbe dnrcb elektriscbe nnd magnetiscbe Krafte 
entstehen, bebandelt werden. 

Doch will ich scbon bier darauf binweisen, welcb tiefen 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 8 
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Einblick in den inneren Zusammenhang dieser Thatsachen 
Maxwell’s mechanisches Modell gewahrt, und zwar will icli 
mich dabei der Form bedienen, die ich dem Modelle im 
I. Theile dieser Vorlesungen gab. 

Die Krafte, welche an den beiden Kurbeln der Fig. 4 
der vierten Vorlesung daselbst, oder besser an den beiden 
Riemenscheiben des Apparates auf Tafel II wirken, stellen 
die beiden elektromotorischen Krafte dar, welche die beiden 
Strome treiben. Der einfachste Fall ist der, dass beide Strome 
parallel, gleich stark und entgegengesetzt gerichtet sind. Dann 
dreht sich das Rohr, welches die mittlere Masse m s tragt, 
nicht. BeiungeandertemSelbstinductionscoefficientender beiden 
Stromkreise bedingt eine Vergrosserung der Entfernungen ?\ und 
r 2 der beiden anderen Massen m 1 und m 2 von der Axe eine 
Annaherung Yon m 3 , also Verkleinerung des wechselseitigen 
Inductionscoefficienten , entspricht also einer Entfernung der 
beiden parallelen, entgegengesetzt gerichteten Strome you 
einander. Dabei wird von der scheinbaren Abstossung der- 
selben Arbeit geleistet. 

G-erade so werden im Modell die Faden, welche an m 1 
und m 2 befestigt sind und z. B, durch Gewichte gespannt sein 
konnen, hineingezogen, also die Gewichte, welche sichtbare 
ponderable Massen darstellen, gehoben, oder ihre lebendige 
Kraft erhoht. Die elementarste Ueberlegung zeigt nun, dass 
auch im Modelle, wenn man die Winkelgeschwindigkeiten, 
welche die Stromstarken darstellen, constant erhalt, die Krafte, 
welche die Kurbeln treiben, doppelt so viel Arbeit leisten, als 
zur Hebung der Gewichte nothwendig ist. Die andere Halfte 
derselben wird zur Erhohung der lebendigen Kraft der Massen 
m 1 und m 2 verwendet, was der unsichtbaren lebendigen Kraft 
des Aethers entspricht. Diese eine Uebereinstimmung geniigt, 
um die Vorziige einer mechanischen Erklarung der elektrischen 
Erscheinungen zu zeigen. 

Auch nach der hier in der ersten Vorlesung besprochenen 
mechanischen Hypothese sind stationare elektrische Strome 
cyklische Bewegungen. Die Intensitaten zweier solcher elek- 
trischen Strome sind durch die Aenderungsgeschwindigkeiten 

d <2i dq* 
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v cyklischer Coordinaten q 1 und q 2 bestimmbar. Die 
e 7 der ersten Vorlesung dieses Bucbes (Grleichung B) 
mr als potentielle Energie gedacht, kann aber dock in 
ider Form dargestellt werden: 


A ( dqA 2 B I dq % Y p dq 1 dq 9 

2 [dt ) 2 [dt ) dt dt ’ 


- A -5, C Fnnktionen der langsamen veranderlichen Para- 
• sind. Daher gilt dasselbe Princip auch hier, nnd es 
dass die Arbeit der scheinbaren Fernkrafte bei Bewe- 
zweier Strome ohne Intensitatsanderung gleicb dem Zu- 
se der durcb sie bedingten Mediumenergie ist. 

Fur diese Mediumenergie fanden wir aber bereits die 
riicke 90 und 88, welche aucb gelten, wenn man die 
ichkeit wahren Magnetismus vollstandig leugnet, was wir 
tbun miissen, da er mit den mecbaniscben Vorstellungen 
irsten Vorlesung unvertraglich ist. 

Der Zuwachs der Energie 88 ist daher die von den schein- 
l Fernkraften geleistete Arbeit. Hieraus folgen ohne 
eres sammtliche Formeln fur die Wechselwirkung zweier 
iossener Strome, und zwar werden diese zuerst bewiesen, 
‘ noch vom Magnetismus die Bede ist. Man sieht auch, 
diese Wechselwirkung dem M proportional ist und ge- 
auch schon zum magnetischen Strommaasse, ohne noch 
Magnetismus etwas zu wissen, da fur das Standardmedium, 
r = 1 ist, der Coefficient des Doppelintegrals in Formel 88 
3infache Form z m i m ' annimmt, wenn i = i' = 
zt wird. 

Ist einer der beiden Strome ein Solenoid, dessen nega- 
Pol im Unendlichen liegt, so haben gemass den Gleichungen 
nd 86), deren Giiltigkeit ebenfalls von der Annahme der 
:enz von wahrem Magnetismus unabhangig ist, die Grossen 
welche in einem Punkte mit den Coordinaten x, y, z in 
Entfernung q von dem positiven, im Endlichen liegenden 
loidpole erzeugt werden, die Werthe 


a = — 


• f A T 

HfJL Ail 

$ dx 


analog /? und y. Lasst man daher vom Solenoidpole nach 
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alien Kichtungen gleichformig g = 4 it i x fMNj§ Kraftlinien aus- 
gehen, so ist die Zahl derjenigen, die normal durch die 
Flacheneinheit gehen, immer gleich der Grosse des Vektors 


Ml/ a 2 + /? 2 + / 2 . 

Die gesammte Energie % . £2 , die also dnrcli das Zusam- 
mensem des Solenoidpoles mit einem beliebigen elektriscben 
Strome Yon der Intensitat i bedingt wird, ist nacb Pormel 90 

i £2 =z ~~J*Mdo[acos(nx) + /3cos (ny) + y cos (war)]. 


Dies ist aber, wenn wir wieder M als constant voraussetzen, 
gleich der mit — z/lD mnltiplicirten Zahl Z der Kraftlinien, 
welche von dem Solenoidpole dnrch den geschlossenen elek- 
trischen Strom hindnrchgeschickt werden. Ist & der Gesichts- 
winkel, unter welchem der Strom vom Solenoidpol aus gesehen 
erscheint, so ist 


^=5 


CO 
4 71 


i x fNM 




daher ist 




i co M % fN 

jP 


Da dies die durch das Zusammensein des Stroms und Solenoid- 
pols bedingte Energie ist, so entspricht es der Grosse, die wir 
im I. Theil, Art. 87, mit l 7/ C, Art. 68 mit l r J{s) bezeichne- 
ten; ihr negativer Differ entialquotient nach irgend einer Coor- 
dinate ist nach dem allgemeinen Princip des I. Theiles dieser 
Vorlesungen gleich der Kraft, welche erforderlich ist, um jene 
Coordinate constant zu erhalten. Derselbe Differentialquotient, 
aber ohne Zeichenumkehr, liefert daher die Kraft, welche ver- 
moge des Zusammenwirkens des Stromes und des Solenoid- 
poles diese Coordinate zu vergrossem strebt. Genau dieselben 
Ausdriicke stellten friiher unter der Annahme der Existenz 
von wahrem Magnetismus die Krafte dar, welche ein Strom 
von der Intensitat i und ein Magnetpol von der Intensitat 
i x fNMl§ auf einander ausuben, ersterer im elektrostatischen, 
letzterer im magnetischen Maasse gemessen. 

Es hat jetzt gar keine Schwierigkeit, auch noch nachzu- 
weisen, dass zwei Solenoidenden wie Magnetpole auf einander 
wirken, und zwar, wenn die Stromintentensitat elektrostatisch 
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gemessen wird, wie solche von der Starke ifNMf\ 9, resp. 
i x fiN x Mj§ im magnetischen Maasse gemessen. 

Man kann daher auch sammtliche magnetische Erscheinun- 
gen erklaren, wenn man, wie es in conseqnenter Yerfolgung 
der mechanischen Anschauung der ersten Vorlesung geschehen 
mass, jeden wahren Magnetismus leugnet, und die permanenten 
Magnete durch Solenoide ersetzt. Zwei TJnterschiede scheinen 
freilich noch zu bestehen. Erstens leisten bei Bewegungen 
beliebiger Strdme oder Solenoide deren elektromotorischen 
Krafte immer die doppelte Arbeit, als zu ihrer Bewegung er- 
forderlicb ist, was nicbt mebr richtig ist, wenn Str5me auf 
Magnete oder Magnete anf einander wirken. Dies erklart sicb 
folgendermaassen: Wenn ein Strom anf einen Magnet wirkt, 
so muss man die elektromotorischen Krafte, welche die Mole- 
kularstrome im letzteren treiben, zu den unbekannten Moleku- 
larkraften rechnen. Die Energie, welche ihnen entnommen 
wird, stammt also nicht aus sichtbaren Quellen, sondern ist 
so zu betrachten, als ob sie der Molekularenergie des Mediums 
entnommen wiirde. Wenn daher durch Bewegung eines Stro- 
mes und eines Magnets gegen einander eine sichtbare Arbeit 
Q 1 geleistet wird, so leistet die elektromotorische Kraft des 
Stromes eine Arbeit $ 2 , die genau gleich Q l ist, und auch die 
elektromotorischen Krafte, welche die molekularen Strome 
treiben, leisten nochmals dieselbe Arbeit Q v wenn diese Mole- 
kularstrome constant bleiben sollen. Daraus entsteht die sicht- 
bare Arbeit Q 1 und ein gleicher Betrag Q 4 von Energie des 
Mediums. Es ist also Q l = Q 2 = Q B = Q r Da aber die Arbeit 
Q s der elektromotorischen Kr&ffce der Molekularstrome der 
Energie des Mediums entnommen wird und Q 4 dieser wieder zu- 
gute kommt, so kann man es so ansehen, als ob nur die elektro- 
motorische Kraft des Stromes die sichtbare Arbeit Q 1 ge- 
leistet hatte, und die Mediumenergie unverandert geblieben 
ware. Wenn zwei Magnete auf einander wirken, so wird alle 
Arbeit der Mediumenergie entnommen, da sichtbare elektro- 
motorische Krafte nicht vorhanden sind. 

Zweitens, wenn unveranderliche Magnete einmal in eine 
bestimmte, dann in eine andere magnetisirbare Fliissigkeit 
tauchen, so sind die Krafte, welche sie in jeder Fliissigkeit 
auf einander ausiiben, dem Werthe des M der betreffenden 
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Fliissigkeit verkekrt proportional. Die Krafte von Solenoiden 
dagegen sind in gleichem Falle dem M direkt proportional. 
Dies erklart sick folgendermaassen: Die letztere Bekauptnng 
ist, wie wir saken, nur richtig, wenn sowokl in der ersten 
als anck in der zweiten Fliissigkeit M an alien Stellen des 
Raumes denselben Werth kat, also der Wertk des M im In- 
nern des Draktes okne Einfluss ist. Diese Bekauptung trifffc 
daker nnr zn, wenn auck der Raum zwiscken und innerhalb 
der Solenoidwindnngen jedesmal yon derselben Fliissigkeit wie 
der aussere Ranm erfiillt ist. Diese Bedingung ist aber bei 
den Molekularstromen der Staklmagnete keineswegs realisirt. 
Vgl. kieriiber Wied. Ann. Bd. 48, S. 100, 1893, wo ick noch 
ausfiikrlicker erwiesen kabe, dass nnter gewissen Vorans- 
setzungen alle wesentlicken Eigensckaften der Staklmagnete, 
anck wenn man yon jedem wakren Magnetismns absiekt, anf 
dem Boden der Maxwell’scken Tkeorie yollkommen erklart 
werden konnen. 
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§ 25. Fernwirkungsgleicknngen. 


Wir sind mit der Betrachtnng aller Ersckeinnngen zn 
Ende, zn deren Erklarung der bisherige Grad der Annakernng 
in der Recknnng ansreickt. Bei der Berecknung der Ersckei- 
nnngen der indncirten elektriscken Strome, welcke ebenfalls 
nock in der alten Elektricitatstkeorie bekandelt zn werden 
pkegen, miissen wir bereits in der Reihenentwickelnng ein 
weiteres Glied beriicksichtigen. Dies gesckiekt am besten, 
indem man znerst die allgemeinen Formeln C nnd D, in denen 
gar nichts yernacklassigt ist, in eine andere Form bringt. 
Wir erkalten zunackst ans den completen Gleicknngen D: 

A V = JL A \ d ( M $ __ tf(Afy) 1 , d (dP d_Q~ dB \ 

$ dt _ d% dy J *"* dx\dx dy "* dz ) m 

Wir wollen wie friiher (Gleickung 86 nnd 37) setzen: 


36 f) cp = 


l Cd% ( dP dQ~ . 

4 nj $ \dx dy 


dB \ 

d % j 


1 ( dP ,dQ_ dB \ 
4:n \ dx dy d% ) ? 
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wo auch die Flachenelemente von Trenn-iingsfl&chen in die 
Integration einzubeziehen, letztere daher als Yolumina von 
sebr geringerer Dicbe zn betracbten sind. Analog setzen wir 
zur Abkiirzung: 


Dann wird 
A) P 


'Ma dx 


M n-f- 


'M£dx_ 
Q 


My 


. CEzAjl 

J Q 


d cp 
dx 


+ 


1 d 

' dMy 

4 n 53 dt 

dy 


+ 


dMjn 1) 


dx 


und analoge Gleichungen gelten fiir Q und R. 

Diese G-leichungen zeigen, dass, wenn sich die magne- 
tischen Polarisationen rasch genug andern, P, Q , B nicht mehr 
die partiellen Ahleitungen einer und derselben Grosse nach 
den Coordinaten sind, und zwar sind die Zusatzglieder, welche 
rasch veranderliche magnetische Polarisationen zu den elek- 
trischen Kraften P, Q und R liefern, dieselben, welche elek- 
trische Strome zu den magnetischen Kraften a, (3 , y liefern. 
Unser Bild muss daher durch die Annahme erganzt werden, 
dass veranderliche Magnete und magnetische Polarisationen 
auf Elektricitatsmengen und auch gegenseitig auf einander 
ganz analoge Krafte wie elektrische Strome auf Magnetpole 
resp. gegenseitig aufeinander ausiiben. 

Behandeln wir die Gleichungen C wie friiher die Gleichungen 
D, ohne irgend etwas zu vernachlassigen, so erhalten wir an 
Stelle der Gleichungen 77, 78 und 33m die folgenden: 


cc = 

1 | 

( d V 

dW\ 

d yj 

3D 1 

^ dx 

dy ) 

dx 1 

/? = 

i- 1 

fdW 

d U\ 

d yj 

D 1 

^ dx 

dx ) 

~ dy ’ 


1 

( dU 

dV\ 

d yj 

y = 

W 1 

l dy 

dx j 

dx 


Dabei ist ip dieselbe Grosse wie friiher. Es ist also nach 
den Gleichungen 36m und 37m: 


*) Sind namlich f, y, £ die Coordinaten des Volumelementes dx , so 
liefert die partielle Integration: 

d [ 

d 1 Ma — ~- r~ - = -r — / d x Ma • — 


cue jjaiueue juu.iegj.&uun; 

fill * fdT 

J 0 J d% dx J 
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36mf) 



1 fda dp \ &y\ 

4tc \dx dy ' dx) * 


Dagegen hat U folgende Bedeutung: 


93) U 


= /y[^ 


+ -i 7 ) + 


in dt 


= L(P+X) 


VPt 
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wobei der angebangte Index t eine Differentiation nach t be- 
deutet. Analog sind V und W definirt. 

Die Grleicbnngen F nnd A enthalten zwei nene TJnbekannte 
cp nnd ip] denn die Grleicbnngen 86 f nnd 36 mf sind nicbt als 
zwei nene znr Bestimmnng yon cp und ip geeignete Grleichnngen 
zn betracbten, da sie ans r nnd A nnd dem Verschwinden 
yon cp nnd ip im Unendlichen folgen. Setzt man die Wertbe 
yon cp nnd ip ans 36 f nnd 36 mf in r nnd A ein, so erbalt 
man nicbt mebr secbs nnabbangige Grleicbnngen fur die secbs 
Unbekannten P, Q, R, a, /?, y. 

Dm ein znr Bestimmnng von P 7 Q, R, cc, /?, y, cp, ip aus- 
reicbendes System von acbt independenten Grleicbungen zn er- 
balten, mnss man zn T nnd A nocb die folgenden beiden 
Grleicbnngen dazu nebmen: 


16a) 

74f) 


_1 d_ [ d (DP) 

4tt dt [ dx 


+ 

+ 


d{D Q) d{B i?) 1 dL (P + X) 
dy d% \ ~* dx . 

d L (Q + Y) dL (j R -f - Z) 

dy dx ? 


d(Ma) gQjffl d(My) _ Q 

dx dy dx 


(wobei wir wabren Magnetismns ausscbliessen), sowie ancb die 
Bedingnng, dass cp nnd ip im Unendlicben verscbwinden. Fiir 
Discontinuitatsflacben miissen natiirlicb sowobl die Grleichnngen 
als ancb die Integrale die nacb dem Principe der Continnitat 
der Uebergange gebildete Form annehmen. Diese Gleicbnngen 
r 7 Aj 16a nnd 74f ersetzen die nrspriinglicben Maxwell’schen 
C nnd D vollstandig. 

Da sie a, /?, / nnd P \ Q } R nicbt bloss dnrcb die Znstande 
der nnmittelbar benacbbarten Volumelemente, sondern dnrcb 
Integrale ansdriicken, welcbe iiber den ganzen Banm zn er- 
strecken sind, so wollen wir sie die MawelPscben Fern- 
wirknngsgleicbnngen nennen. Sie sind insofem unlogiscber nnd 
fiir die Berecbnnng rascber elektriscber Schwingnngen weniger 
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brauchbar als die Gleichungen, von denen wir ausgingen, weil 
die Formeln fiir a , /?, y selbst wieder die Kenntniss von 
P, Q )1 R im ganzen Raume und umgekehrt die fiir P, Q, R die 
Kenntniss von cc r (3, y im ganzen Raume voraussetzt, 

Dagegen sind sie ganz gemacht zur Berecbnnng der an- 
genahert stationar en (apboten) Bewegung. Waren daber die 
Nahewirkungsgleichungen C und D das uns urspriinglich Ge- 
gebene, so miisste die alte Fernwirkungstbeorie als eine ge- 
radezu geniale Metbode zur angenaherten Integration derselben 
bezeicbnet werden. Hat man es z. B. mit einer endlichen 
Zabl linearer Strome zu thun, so kann man die gesammte Be- 
wegung in jedem derselben angenabert durcb eine einzige 
Variable (die Stromstarke) charakterisiren, und aus derselben 
P, Q , R so berechnen, als ob der Strom stationar ware. Aus den 
Gleichungen F berecbnet man dann vermittelst der gefundenen 
Werthe von P, Q , R die Werthe von a,(3y und substituirt diese 
in die Gleichungen A. Man erhalt dadurcb gewobnliche 
Differentialgleichungen mit einer Unbekannten fur die Strom- 
starke, am besten, indem man fiir jeden Stromkreis: 

/ ( Pdx + Qdy + R dz ) 

berecbnet. Aus diesen und den Anfangsbedingungen konnen 
die Stromstarken selbst bestimmt werden. Kann ein Tbeil 
einer Leitung nicbt als linear betracbtet werden, so setzt man 
voraus, dass sicb der Strom dort angenabert so vertbeilt, als 
ob er stationar ware. Die genauere Berecbnung der Ver- 
tbeilung daselbst, sowie iiberhauptin den verscbiedenen Flacben- 
elementen des Querschnittes eines beliebigen stromfiihrenden 
Drabtes ist Gegenstand eines weiteren Grades von Annaherung, 
Um in unserem Bilde der Erweiterung Rechnung zu tragen, 
welcbe die Gleichungen 77 dadurcb erfubren, das U : F", W an 
die Stelle von p, q, r traten, miissen wir annebmen, dass 
bezuglich der inducirenden Wirkung zum galvanisch geleiteten 
Strome, der die Componenten: 

p = Z(P + X), q^L{Q+l) J r = F(R + Z) 
bat, nocb ein zweiter mit den Componenten: 

£Pt DE t * 

4 tc 1 4 n 7 4 n 

hinzukommt, welcber iiberall sicb einfacb zum ersten addirt, 
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also denselben inducirenden (and um das Energieprincip za 
wahren, auch magnetisirenden and elektrodynamischen) Effekt 
hat. Die Elektricitatsmenge, die als galvanisch geleiteter 
Strom in der Zeiteinheit darch die Flacheneinheit in der Ab- 
scissenrichtang stromt, ist nach Formel 23 p = L{T + X). 
In Folge der dielektrischen Polarisation hat die Volumeinheit 
nach Formel 44 das dielektrische Moment: 



in der Abscissenrichtang, welches wir ans dadarch entstanden 
denken konnen, dass im Yolamelemente dx .dy .dz aaf der zar 
Abscissenaxe senkrechten, der negativen Abscissenrichtang zage- 
wandten Begrenzungsflache dydz die negative Elektricitat an- 
beweglich sitzen bleibt, wogegen die positive Elektricitatsmenge: 

— — ~Pdy dz 
4 7t * 

am das Stack dx verschoben wird, was einem Integralstrome 
von der Intensitat: 

-My**, 

also von der Stromdichte: 

2>-b p 
4sr 

entsprache. Aendert sich die dielektrische Polarisation, so 
entspricht dies also einem Strome von der Stromdichte: 

D ~ b dP 
4 tc dt 

in der Abscissenrichtang, dem dielektrischen Polarisations- 
strome. Man miisste also, am za den Formeln Maxwell’s 
za gelangen, in dem Bilde annehmen, dass die darch dielektrische 
Polarisation verschobene Elektricitat, wahrend sie verschoben 
wird, im Verhaltnisse 2) j D — bmal starker elektrodynamisch 
wirkt, als die galvanisch geleitete. Ist dagegen b gleich Nall, 
so hat man der Elektricitat einfach dieselbe elektrodynamische 
Wirkung zazuschreiben, ob sie im galvanischen Strome fliesst, 
oder darch dielektrische Polarisation verschoben wird. 

Sowohl die elektrischen Krafte P, Q, R als aach die magne- 
tischen a, /?, y erscheinen in den Formeln F and A als Sammen 
zweier Addenden, von denen der eine der Differentialqaotient 
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otentials aller wabren und durcb Influenz frei gewordenen 
ricitats- oder Magnetismusmengen ist, der andere aber 
)genannte Inductionswirkung darstellt. Die so modificirte 
rirkungstbeorie liefert also nicht bloss fur aphote Be- 
lgen, sondern auch in alien anderen Fallen dasselbe 
tat wie die Maxwell’ scbe, und es kann durcb Experi- 
s in keiner Weise zwiscben beiden entschieden werden. 
.e z. B. alles im unelektrischen und unmagnetiscben Zu- 
3 sein, und plotzlicb an einer Stelle Trennung von Elek- 
Lt stattfinden, so wlirde zunacbst in der unmittelbaren 
bung durcb Influenz und dielektriscbe Polarisation ent- 
gesetzte Elektricitat frei, welche anfangs die Fernwirkung 
Lrspriinglicb erzeugten Elektricitat an jedem Punkte so- 
aufbobe, bis er von den elektriscben Wellen erreicbt 
3. Freilicb muss b so klein angenommen werden, dass 
jden Korper D — b positiv ist. Ware diese Grosse fur 
Korper gleicb Null, so miisste in demselben der dielek- 
e Polarisationsstrom unendlicb stark in die Feme wirken, 
^en ein negativer Wertb von D — b zu Labilitat des Rube- 
ades ftibren wtirde. 

tfimmt man dagegen an, dass die dielektriscben Polari- 
isstrome wie die galvaniscb geleiteten, nicbt DjD — bmal 
3r wirken, so ist die experimentelle Bestimmung von b 
cb. 

?alls man L = X = Y = Z = 0 setzt , lassen sicb in den 
eln die Grossen D , P, Q, P, cp Tollstandig mit a, /?, y, 
iscben. Die magnetiscben Erscbeinungen spielen sicb 
*erade so ab, wie die elektriscben in einem Nicbtleiter, 
on ausseren elektromotoriscben Kraften frei ist. Erst 
•cb, dass die dielektriscbe Polarisation eines solcben 
r vollstandige Analogie mit der stationaren Stromung 
entstebt die weitere Analogie zwiscben magnetiscber 
isation und stationarer Stromung, die sicb aber nicbt wie 
rstere Analogie aucb auf Fernwirkung und Inductions- 
ng erstreckt, indem z. B. stationare Strome auf Magnet- 
aber nur veranderlicbe magnetiscbe Polarisationen auf 
5 Elekricitat ponderomotoriscb wirken. 

[n einem Systeme von Korpern, wo weder Leitungslabig- 
nocb aussere elektromotoriscbe Krafte vorbanden sind, 
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werden freilich, wenn es anfangs vollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch war, keine elektrischen Bewegungen entstehen 
konnen. Wenn aber schon zn Anfang wahre Elektricitat vor- 
banden war, wird diese nach den Gesetzen, welche wir kennen 
gelemt haben, ponderomotorisch nnd dielektrisch polarisirend 
wirken. Ebenso konnen aucb elektrische und magnetische 
Oscillationen, welche schon zu Anfang erregt waren, weiter 
verlaufen. In diesem speciellen Falle sind dann Elektricitat 
und Magnetismus durch vollkommen analoge Gleichungen be- 
stimmt. 

Da, wie wir sahen, Aenderungen der dielektrischen Polari- 
sation elektrischen Stromen vollkommen aquivalent sind, so 
mtissten sich zwei Paraffinringe, in deren jedem gleichsinnig sich 
eine tangentiale (auf der Meridianebene senkrechte), rund herum 
gehende dielektrische Polarisation rasch andert, gerade sp an- 
ziehen, wie zwei elektrische Strome. Aus der Reciprocitat 
zwischen Elektricitat und Magnetismus folgt dann weiter, dass 
sich auch zwei Eisenringe, in denen sich tangentiale magnetische 
Polarisationen gleichsinnig andern, anziehen miissen, welche 
Eernwirkung ebenfalls unserem Bilde beigefligt werden miisste. 
Hierauf machte zuerst Hertz 1 ) aufmerksam. Auch Paraffin- 
ringe, die einem verwandten Zwecke dienen sollten, hatte 
Hertz schon gegossen. 2 ) 

§ 26. Induction in einer geschlossenen Bahn. 

Wie schon bemerkt, miissen wir, um die Inductionsstrome 
zu erhalten, in Eormel A auch die letzten Glieder rechts be- 
riicksichtigen, diirfen also P, Q, R nicht mehr als Ableitungen 
einer und derselben Grosse nach den Coordinaten betrachten. 
Um aus den Gleichungen A die Grosse cp zu eliminiren, be- 
stimmen wir 

£{Pdx + Qdy + Rdz), 

liber die ganze geschlossene Strombahn erstreckt, in welcher 
der Inductionsstrom zu berechnen ist. Es ergiebt sich: 

J ) Hertz, WiedL Ann., Bd. 23, S. 84, 1884. 

2 ) Siehe dessen Untersnctiungen iiber die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft, S. 7. 
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J \pdx 


+ Qdy + Kdz) = 


1 d 
4 dt 


-/[( 


dM r 

dy 


TV* 


+ 


(dMa 
V d% 



dalier naeli dem Stokes’sclien Satze, da 


dt 


and dalier aneli 


d(Mo o d(Af $ i(%y 

rf a? d y ‘ d % 


d d M a dMfi d M y 
dt dx ' dy d % 


dMa\ 
dy ) 


dz 




j edenfalls verschwinden, 

J do[_AM cc cos [n x) 

+ A Mft cos (n y) + A My cos (n z)] , 
und da AM a — — A% Ma, so folgt weiter: 


94) j ( Pdx + Q dy -f- Jidz) = g' J" Mdo\a cos(kz)4-/?cos (ny) 


4- y cos (wz)]. 

Man kann diese Gleichung nach Hertz einfacher finden, indem 
man zuerst schreibt: 



>dx 4- Q dy 4- R d 





und danu flir 

dlt _ dQ~ 
dy d% 

und die beiden analogen Grbssen deren Werthe aus den 
Gleichungen 1) substituirt. Ich habe aber absichtlich den 
obigen weitschweifigeu Weg eingescblagen, weil er die Natur 
dieser Grbssen als Correctionsglieder zu P, Q, R, die iiber 
eine gescblossene Curye integrirt, nicht verschwinden, w&hrend 
die Hauptglieder verschwinden, besser hervortreten lasst. 

Wenn das Integrate der rechten Seite der Formel 94 eine 
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lineare Funktion der Zeit ist, was in alien Fallen mit Aus- 
nalime der raschesten elektriscken Schwingungen sehr ange- 
nahert erfiillt ist, so wird der Inductionsstrom yollkommen 
stationar und seine Stromintensitat J = gco in jedem Quer- 
schnitte <? des Leiters dieselbe. co ist die Stromdichte normal 
zum Querschnitt <r. Die Gleichung 20 liefert daher 

J ds = a L Nd s = <?L (P. d x + Qdy + Rdz), 

folglicb: 

• J /^ = + ^ + = 
wobei Si dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 90 hat. Da 
i Si, wie wir schon sahen, das elektrodynamische Potential der 
beiden Strome auf einander ist, so liefert dies die bekannten 
Franz Neumann’schen G-esetze fiir die galyanische Induction. 
Nach Gleichung 88 wird, wenn nur ein einziger Strom yon 
der Intensitat i inducirend wirkt: 


P — i' M f ^ s ^ s ' CQS M s > — s 

Ich will hier nocb die folgende Bemerkung beifugen. Sei 
ein ganz beliebig gestalteter leitender zweifach zusammen- 
hangender Baum (Ring) gegeben; daselbst soil durch yerander- 
liche, ausserhalb der Ringmasse liegende, elektrische Strome 
oder Magnete ein elektrischer Strom inducirt werden. Die 
Aenderungsgeschwindigkeit der Strome und Magnete soil durch 
einige Zeit constant sein. Dann ist bekanntlich immer: 



dM£ 

d% 


d My 
dy 


i j d 

+ d yji 

, , d 
+ dz Tt 


d My 
dx 

d Ma 
dy 


d Ma~ 
d% 

dMj~ 

dx 


im Innern der Ringmasse das yollstandige Differential einer 
mehrdeutigen Funktion 

4 7T ID/. 

Die Gleichungen A liefern daher 


dx __ d (p 
dx dx 


n i 


dx 


r\ t> i 


d X 


Setzen wir daher: 

dx _ 7 
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so sind innerbalb der Ringmasse P v Q v B x die partiellen Ab- 
leitungen einer eindeutigen Funktion der Coordinaten nach 
diesen, da tp aus den in § 18 S. 90 angefubrten Griinden 
eindentig ist. Da % nicht von der Zeit abbangt, kann man 
die erste der Gleicbungen C aucb so schreiben: 

B d Pi ___ d ft d y j I p d% \ 

D dt dx dy D V 1 dx ) ’ 

und analog die beiden anderen fur die ?/- nnd z~A.xe. Genau 
dieselben Gleicbungen, denen bier die Grossen P 1} , B t 

geniigen, wurde man ftir P , Q, B erbalten, wenn die Elektri- 
citatsbewegung iiberall stationar ware, also keine indncirenden 
Strome oder Magnete vorhanden waren, dafiir aber 


X= - 


dx 

dx J 


Y = 


dx 7 __ _ dx_ 
dy 9 ~~ dx 


ware. Alsdann wiirden die Gleicbungen D nur fordern, dass 
P, Q, B die Ableitungen derselben Grosse nacb den Coordi- 
naten sein mussen, welcber Bedingung ebenfalls P 1? Q x , B ± 
gentigen. Es baben also bei dem Problem der Induction 
P i: Q x , B x dieselben Werthe wie beim letzteren Problem 
jP, Q, B. Da aber bei ersterem Problem XP, BQ, LB, bei 
letzterem 


L{P 1 + X) = BP, B{Q X + Y ) = BQ, B{B 1 + Z)^BB 

die Stromdicbten sind, so ergiebt sicb, dass beim ersten Problem 
die Inductionsstrome genau dieselben Gesetze befolgen, wie 
beim letzteren die durcb aussere elektromotoriscben Krafte 
erzeugten, deren Componenten ebenfalls die partiellen Diffe- 
rentialquotienten der mehrdeutigen Funktion x sind. 

Da wir im § 18 saben, dass im letzteren Falle der Yer- 
lauf der elektriscben Strome unabbangig von der Form der 
Funktion x und bloss proportional der Constanten ist, um 
welcbe diese bei einem Umlauf um den Ring wacbst, so ist 
aucb der Verlauf der Inductionsstrome derselbe, sobald nur 
fur die jetzt wieder mit x bezeicbnete Funktion diese Con- 
stante denselben Wertb bat. 

Wir saben ferner folgendes: Wenn der Ring statt aus 
leitender Substanz aus verscbiedenen Dielektricis gebildet ware, 
deren Dielektricitatseonstanten durcbaus sehr gross gegeniiber 
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den Dielektricitatsconstanten der den King umgebenden Korper 
waren, so wiirden genau dieselben Grrenzbedingungen, wie fur 
einen Eing ans leitenden Substanzen gelten, nur dass die D an 
Stelle von 4^r L traten. Wie friiher die Stromdichten, so waren 
jetzt die Componenten der dielektrischen Momente den Grrossen 
P : Q, B proportional. Unter dem Einflusse derselben indu- 
cirenden Krafte wiirden sich also die dielektriscben Polarisa- 
tionen gerade so vertheilen, wie in einem leitenden Einge die 
Stromstarken, und ebenso wiirden sich aueh in einem aus 
yersehiedenen weichen Eisensorten bestehenden Einge unter 
dem Einflusse gleicher magnetisirender Krafte die magnetischen 
Polarisationen verhalten, falls nur die Magnetisirungsconstanten 
sammtlicher Eisensorten genligend gross waren. 


Dreizehnte Torlesung. 


§ 27. Veranderte Form der aus Maxwell’s Theorie 
folgenden Fernwirkungsgleichungen. 

Wir wollen zunachst an den Maxwell’schen Grleichungen 
einige rein formale Veranderungen Yornehmen. Um Platz zu 
ersparen, schreibe ich immer nur die auf die ^-Eichtung be- 
ziiglichen Formeln, ohne besonders herYorzuheben, dass ana- 
loge auch fiir die y- und 2 -Kichtung gelten, da der Leser 
immer leicht selbst sehen wird, wo dies der Fall ist. Wir 
setzen zunachst in Gleichung D M = M' + m, wobei m wieder 
eine beliebige, fiir alle Korper zu alien Zeiten constante Grrosse 
ist. Alsdann differenziren wir die zweite der Grleichungen D 
partiell nach z 1 die dritte partiell nach y und subtrahiren. 
Wir erhalten dann: 


m d (d0 __ d r \ 1 d ( d(M'p) 

dt \ d% dy ) $) dt \ d% 


dy ) 


= AP- 


d (dP 
dx \ dx 


+ 


d Q d R \ 

dy d% ) 5 
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und hieraus: 

Ind P — — ^ <f ] _ 111 ^ ^ nt)^" 

* } d.v, W 2 df. 4 nty djy 3*T * 

wobei, wie fri\lier, 

M) V - //(P +'\y +10V/4W. 

Die drei Gleiehungen, deren Reprasentant zhn ist, im Yereine 
mit /’, 16a und 7 4 f ersetzen die MaxwelTscIien vollstandig. 
Wir kdimen diene Gleichungen tolgenderm&asseu interpretiren : 
Die eloktrische Kraft P in einem Punkte A des Raumes (Auf- 
punkt.) Hotzt sieh aus drei Addondon znsammen. Der erste 
Addend ist die elektrostatisclie Kraft. Es ist dies die Kraft, 
weleho cine Masse, die den Raum mit der Dichte 
1 hlP d Q d R \ 

4 ;t \ d % d y ^ d \ ) 

erfttllen wiirde, auf eiuo im Punkte A bcfindliche Masse 1 
naeh dam Newton ’sohen Gr av itatio nsges etze ausuben wtirde. 
Der constants Faktor bei letzterem ist dabei gieich 1, dieses 
also in der Form m m j zu denken und es wird ange- 
nommen, dass gleickbezeiclmete Massen sich nacb diesem Ge- 
HOtze abstossen. 

Der zweite Addend ist die elektrodynamiscbe Kraft. Urn 
diene m interpretiren, erkl&ron wir zuorst die Gleichungen F. 
Wir denken tins namlieh zur Stromdichte des galvaniscb ge- 
leiteten Stromes p = L {P + X) noch die dielektrische Strom- 
dichte l) l\/4 % hinzu addirt. Die Sinn me p + 1) l\j4 % = u 
acumen wir die gesammto nacb der A-Richtung geschatzte Strom- 
dichte und detiniren ebenso w und w, Jedes Yolumelement 
d x d y d z ist mm drei Stromelementen mit den Intensitaten 
udydz , v d x d z , wdxdy und den Langen d;v, dy und dz 
Equivalent. 

Als das elektrodyruimisehe Potential der Stromelemente 
d s , dn f mit den Stromintensit&ten i, i bezeieknen wir die 

GrdsHO : 

y m i i 'dads' cos (d s,ds ') 

’ 

und nehmon an, dass die ponderomotorische Kraft auf jedes 
Stromelement / d s naeh irgend einer Coordinatenrichtung gieich 
dem Differentialquotienten des elektrodynamischen Potentials 
a Her an deren Stromelemente darauf, also des fiber alle anderen 

Boltsm»nn, Vorletmngen, II. 9 
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Stromelemente erstreckten Integrals von nacb der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Co or din ateneinrichtnngen gescbatzten Kraft- 
componenten, welcbe infolge aller vorbandenen Strome mit Ein- 
scbluss etwa vorbandener unveranderlicber Molekularstrome (per- 
manenter Magnete) anf das Ende eines Solenoids wirken, fur 
welcbes ifNMjty — 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetiscben Kraft (besser Feldstarke) und bezeicbnen 
sie mit ct, (3, y. Hierdurch sind die Gleicbungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke fiir P ist, da wir 
bierbei Einfacbbeit halber m = 1 setzen, der nacb der Zeit 
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorbandenen elektriscben Strome auf ein im 
Aufpunkt gedacbtes, der Absciss enricbtung paralleles Strom- 
element von der Intensitat und Lange 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatiscben Kraft nocb 
eine zweite kommt, welcbe diesem Differentalquotienten 
gleicb ist. 

Was endlicb den dritten vom Magnetismus herrubrenden 
Addenden anbelangt, so ist es nicbt notbwendig, dafur be- 
sondere Grundannabmen zu macben. Es geniigt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sicb gescblossene 
elektriscbe Strome (Molekularstrome) entsteben (oder sicb ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass fiir sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensitat und der Projektion ibrer Flacbe auf die yz - 
Ebene immer gleicb 

M — l 

— . a 

4 71 

ist, wobei a die oben definirte magnetiscbe Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss natiirlicb von der y- und z-Ricb- 
tung gelten. Durcb die Annabme, dass diese Molekularstrome 
gerade so elektrodynamiscb und inducirend wirken, wie sicbt- 
bare Strome, erbalt man den dritten Addenden in der Gleicbung 
Am fiir P, den man die elektromagnetiscbe Induktionskraft 
nennen kann. Um endlicb die Gleicbungen 16 a, A, 8 und 9, 
welcbe ja giltig bleiben, zu interpretiren, baben wir nocb die 
dielektriscbe Verscbiebung und das Forts tromen der neutralen 
Elektricitat unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver- 
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schiebung, bei letzterer der Gesehwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 und 11 anznnehmen. 

Alle diese Aussagen, welcbe wir hier nur als eine Inter- 
pretation der im Laufe der Untersucbung erbaltenen Glei- 
cbungen anfgefasst baben, konnte man anch als Grundlage der 
ganzen Theorie an die Spitze stellen, ahnlich wie es die alte 
Fernwirknngstheorie macht. Man wiirde daraus sofort die 
Gleichungen F nnd A m erbalten. Da wir die Magnetismen 
durcb Moleknlarstrome erzengt denken, denen dnrcbaus in 
sicb zuriickkebrende magnetisclie Kraftlinien zukommen, so 
wiirde folgen, dass Kraftlinien nirgends ibren Anfang nebmen 
oder enden konnen, d. k. es folgt die Gleichung 74f nnd endlich 
wiirde aus der Annahme iiber. die stofflicbe Natur des elek- 
triscben Fluidums, wie wir sie in den §§ 5 — 12 gemacbt baben, 
die Gleichung 16a folgen. Dass wir, nm dem dielektrischen 
Polarisationsstrom Kecbnung zu tragen, zn p das Glied D .P t \ 4 n 
addirt baben, konnte man wieder damit motiviren, dass er 
D — b j D mal starker als der galvaniscb geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleicbungen F \ Am, 16a nnd 74 f konnte man dann 
umgekehrt die MaxwelFschen Nabewirkungsgleichungen ab- 
leiten, welche fur nns den Ausgangspnnkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Yeranderung ergiebt sicb, wenn 
man statt X, T, Z drei Grossen 36, 2), 3 einfiibrt, welche fur 
t = — oo verschwinden und die Differentialgleichungen erfiillen : 


95) 


/ D -b dX 
4n dt 

D - b d%) 

4:71 dt 

D - b dQ 
4 tv dt 


+FX=FX 


+ Lty = LY 
+ L% = LZ 


d. h. wenn man setzt: 

i 

^ 4n Lt f* 4 jz Lt 

3c == J^L e ~'^'J Xe dt , 

— 00 

wobei b yorlaufig eine beliebige Constants ist. Analogs Wertbe 
baben g) und Q. 

Sind uns die Grossen X, T. ] Z als Funktionen der Zeit und 
der Coordinaten gegeben , so sind es auck 36, 2), Q. Sind X, I ] Z 

9* 
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Stromelemente erstreckten Integrals von nack der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Coordinateneinrichtimgen geschatzten Kraft- 
componenten, welche infolge aller vorhandenen Strome mit Ein- 
schluss etwa vorhandener unveranderlicher Molekularstrome (per- 
manenter Magnete) auf das Ende eines Solenoids wirken, fur 
welches ifNMj§=. 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetisclien Kraft (besser Feldstarke) und bezeichnen 
sie mit a, /3, y. Hierdurch sind die Gleickungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke fur P ist, da wir 
bierbei Einfachheit halber m = 1 setzen, der nach der Zeit 
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorhandenen elektrischen Strome auf ein im 
Aufpunkt gedachtes, der Abscissenrichtung paralleles Strom- 
element von der Intensitat und Lange 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatischen Kraft nock 
eine zweite kommt, welche diesem Differentalquotienten 
gleich ist. 

Was endlich den dritten vom Magnetismus herriihrenden 
Addenden anhelangt, so ist es nicht nothwendig, dafur be- 
sondere Grundannahmen zu machen. Es geniigt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sich geschlossene 
elektrische Strome (Molekularstrome) entstehen (oder sich ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass fur sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensitat und der Projektion ihrer Flache auf die yz- 
Ebene immer gleich 

M- 1 

A * a 

4 Tt 

ist, wobei a die oben definirte magnetische Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss natiirlich von der y- und z-Rich~ 
tung gelten. Durch die Annahme, dass diese Molekularstrome 
gerade so elektrodynamisch und inducirend wirken, wie sicht- 
bare Strome, erhalt man den dritten Addenden in der Gleichung 
Jrn fur P, den man die elektromagnetische Induktionskraft 
nennen kann. Um endlich die Gleichungen 16 a, A, 8 und 9, 
welche ja giltig bleiben, zu interpretiren, haben wir noch die 
dielektrische Yerschiebung und das Fortstromen der neutralen 
Elektricitat unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver- 
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scbiebung, bei letzterer der Gescbwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 nnd 11 anzunehmen. 

Alle diese Aussagen, welcbe wir bier nnr als eine Inter- 
pretation der im Laufe der Untersuchung erbaltenen Glei- 
chungen aufgefasst haben, konnte man aueb als Grundlage der 
ganzen Theorie an die Spitze stellen, abnlicb wie es die alte 
Fernwirkungstbeorie macbt. Man wiirde daraus sofort die 
Gieicbungen F nnd Am erbalten. Da wir die Magnetismen 
durch Molekularstrome erzeugt denken, denen durchaus in 
sich zuriickkebrende magnetiscbe Kraftlinien zukommen, so 
wurde folgen, dass Kraftlinien nirgends ibren Anfang nebmen 
oder enden konnen, d. h. es folgt die Gleicbung 74f nnd endlicb 
wiirde ans der Annahme iiber. die stofflicbe Natur des elek- 
trischen Fluidums, wie wir sie in den §§ 5 — 12 gemacbt baben, 
die Gleicbnng 16a folgen. Dass wir, nm dem dielektrischen 
Polarisationsstrom Rechnung zu tragen, zap das Glied D . P t / 4 % 
addirt baben, konnte man wieder damit motiviren, dass er 
JD — b / 1) mal staxker als der galvaniscb geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleichnngen F \ Am, 16a und 74f konnte man dann 
nmgekehrt die Maxwell’scben Nabewirknngsgleicbnngen ab- 
leiten, welcbe fiir nns den Ansgangspnnkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Veranderung ergiebt sicb, wenn 
man statt X ’ Y, Z drei Grossen 2), 3 einfubrt, welcbe fiir 
t = — oo verschwinden nnd die Differentialgleicbnngen erftillen: 


95) 




D - b dt 

in dt 

+ L^ = Lr 

in dt ^ ° 


d. b. wenn man setzt: 

t 

in Lt r inLt 

% == J?lL e --n=rJxe D ~*dt, 

— GO 

wobei b vorlaufig eine beliebige Constante ist. Analoge Wertbe 
baben D und ,3- 

Sind nns die Grossen X, Y, Z als Funktionen der Zeit nnd 
der Coordinaten gegeben, so sind es ancb X, 2), 3* Sind X, Y,Z 

9* 
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fur langere Zeit constant, so wird BE = X, g) = Y, 3 = Da 
nur dieser Fall einigermaassen genauer untersucht ist, so lasst 
sich in keiner Weise entscheiden, ob es zweckmassig ist, die 
Grossen X, Y , Z oder BE, 2), Q als die von aussen wirkenden 
Krafte zu betrachten. Durch Einfuhrung von 36, §), 3 an Stelle 
von X, Y, Z verwandeln sicb die Maxwell’schen Nahewirkungs- 
gleicbnngen C in Gleichungen von der Form: 

D dP D — b d 36 d@ dy 4n L fT) } ^ 

X) T ~di' i 5~~ Ti ~~ ~dl ” ~dj + 

wahrend die Gleichungen D unverandert bleiben. Die Fern- 
wirkungsgleichungen Fund Am andern sich nur insoweit, dass 
TJ,V,W statt durch die Gleichungen 93 durch Gleichungen be- 
stimmt werden, welche die Form haben: 


93 BE) 


U=Z{P + £) + 


4 n 


+ 


(D - b) 


Fur b = 0 wirken die ausseren elektromotorischen Krafte, 
wenn man sie auf die Form 36, 2), Q bringt, in dem Bilde auf 
die Stromungselektricitat und Polarisationselektricitat gleich- 
massig. Auf die Moglichkeit einer solchen Form wurde schon 
am Schlusse des § 11 hingewiesen. Durch Einfuhrung von 
BE, 2), 3 geht ferner die Gleichung 16a liber in: 

_1 d_ 

4 7t dt 

d (Z> — b) (i? + 3) 


16X) 


c?(D - b)(P+ 3£) dip - b)(g + D) 
dx ^ dy 


+ 


+ 


dx, 

clLJJR + 3) 

dx 


, dL(P + 36) dL(Q+ 0) 
■*“ dx 


dy 


_J> d_ ( dP dQ_ dR\ 

4'tt dt { dx dy d% ) ' 


Wollen wir diese letzte Gleichung durch unser Bild darstellen, 
so identificiren wir zunachst b mit der bei Einfuhrung der 
freien Elektricitat im Bilde so bezeichneten Grosse. Flir die 
Componenten des dielektrischen Moments der Volumeinheit in 
den drei Coordinatenrichtungen miissen wir dann die Werthe 
annehmen: 


443E) E W(P + 3E), (« + »), jW(P + 3) ? 

wobei 



dieselbe Grosse ist, die wir frtiher mit e vH bezeichnet haben. 
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Fur die Diekte der freien Elektricitat dagegen miissen wir den 
Wertk annehmen: 



Die Gleickung 1636 verwandelt sick dann in: 


16 b) 

wobei : 

dW 


du/ 

dv' 

d w' 

d t 


dx 

dy 

d% ? 

+JL, 

dt K € 7 

v = 

d\) r 

. + JiL, 

^ *a' ; 

, »' = 

= . JlL „ _ J. 

dt t «8' J 76 ■“ L 

d t 


ist. Das Bild stellt dann zunackst die Gleickungen dar, deren 
Nummern mit dem Index 36 verseken wurden. End da diese 
nock immer mit den urspriinglichen M&xwell’scken identisck 
sind, so ist es nur ein verandertes Bild, das auck wieder die 
nrsprtinglicken Maxwell’ scken Gleickungen darstellt, und wir 
befinden uns -nock ganz anf dem Boden der Maxwell’scken 
Tkeorie. Es ist zwar das Bild, nickt aber die durck dasselbe 
oder durch die Gleickungen dargestellten Ersckeinungen vom 
Wertke des b abkangig. 

Doch ftihren diese Gleickungen jetzt von selbst auf eine 
verallgemeinerte Tkeorie, welcke nur fur versckwindende b mit 
der Maxwell’ scken identisch wird, fill- andere Wertke des b 
aber Erscheinungen darstellt, die vom Werthe des b abhangen. 

§ 28. v. Helmholtz’scke Tkeorie. 

In unserem nouen Bilde ist gemass der in § 25, pag. 122 
entwickelten Principien die Aenderung der dielektriscken Polari- 
sation einem Strome aqui valent, dessen in der Eicktung der 
Abscissenaxe geschatzte Diekte gleick t (JP t + 36 ( ) ist. Es liegt 
nun der Gedanke nake, wie in 16b, so auck in (736 resp. 
9336 zum galvanisck geleiteten Strome an Stelle des GHedes: 

DP, D - b 

tjt + ~ nr Xt 
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bloss den im Bilde erscbeinenden dielektriscben Polarisations- 
strom : 

D-b d(P+£) p 
ill Tt = * ^ t+ 

binzu zu addiren. Die Fernwirkungsgleicbungen F nnd Am 
bleiben dann unverandert, jedocb sind U, V ] W an Stelle der 
Gleicbungen 93 oder 93X jetzt durcb Gleicbungen von folgender 
Form bestimmt: 


U=Z(P+%) + 


D - b ( dP d 36 \ 
4 tt \ d t ' d t ) 


Es ist dann nickt melir: 


dl' 
d t 



dU dV dW _ n 
dx + dy + dx ~ U ‘ 

Es ist daher mit den Gleicbnngen A m nicbt mebr vertraglicb 
zn setzen: 


96) 


Acp — 


dP 

dx 


, d Q dE 
dy dx 


Wir wollen (p nocb immer als das Potential einer Masse de- 
iiniren, welcbe den Raum mit der Dichte W/b erfiillt, d. b. 
wir balten das Coulomb* sche Gesetz fur die Wirknng der 
Elektricitatsmengen anf einander aufrecbt. ffl ist aber nicbt 
mebr dnrcb die Gleicbnng 373£ definirt, sondern bloss durcb 
die Gleicbnng 16 b). Sein Anfangswertb fiir t = 0 ist willkur- 
licb (gleicb der gegebenen schon anfangs vorbandenen freien 
Elektricitat); d. b. wir balten daran fest, dass der Gebalt eines 
Yolnmelementes an freier Elektricitat sicb nnr dadnrcb andern 
kann, dass Elektricitat entweder kinzu- oder binweggeleitet 
oder dnrcb dielektriscbe Polarisation binein- oder beraus- 
gescboben wird. Man kann aber die Gleicbnng: 


d U d V d W 
dx ' dy dx 


wieder berstellen, indem man zn U . ' V, W nocb die nacb den 
Coordinaten genommenen Differentialquotienten der Grosser 


W= fdx 


d q 

U 


+ v + 10 
dr} 


d q 
~dl 


fdr.Q. 


<ur_ 

d t 


mit einem nocb zn bestimmenden Faktor multiplizirt, addirt. 
Dem Faktor wollen wir die Form geben (1 — A)/ 2, wobei k 
eine yorlaufig willknrliche Constante ist. sind bierbei 
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die Coordmaten des Y olnmelementes dr . Es folgt hieraus 
leich.tr 


A 


dJE' 
d t 


2 b — • 

d t 


Wir setzen also jetzt in den Gleiehnngen F nnd Am: 


93') 


F=F(F + X) + 


D-b l dP 


4 n \ 
"7 . 1 


+ ■ 


tt'+ 


d% \ 
dt ' dtj 
k dW 


! dx 

Wir^erhalten aus diesem Ansatze: 


l-A d W 
2 dx 


97) 


d U d V dW _ , dE r _ , . d<p 

dx dy ‘ dx ~ A dt “ k *dt' 


Die so modificirte Maxwell’ sclie Theorie liefert also die Fern- 
wirkungsgleiclmngen r nnd Am, welche noch erganzt werden 
dnrch die Gleichungen 16 a nnd 74f. Darin sind U, V, W dnrch 
die Gleichungen 93' gegeben. 

Wir wollen nun ganz die von Herrn v. Helmholtz an- 
gewandten Buchstaben einfuhren, wobei wir nnr diejenigen 
Buchstaben, die im Vorhergehenden eine andere Bedentnng 
batten, mit einem Stricbe verseben. Mit einem solcben ver- 
seben wir ancb die Nummern der Gleichungen. Wir setzen 
daber: 

A' = 1/#, m=l, # = (.¥- 1)/4 tt, &a, p' = 

Dadnrcb nebmen die Ferwirtungsgleichnngen die Form an: 


A ') 
n 



d cp /f 2 dU , a d ( dv f d (i \ 
' ~dx ~~ A ^~dT + A ~dt\dy dF) 

__ __ dy_ a f dV __ dW\ 

& ~ dx + A { dx dy )‘ 


+ 3£. 


Da cp das Potential einer mit der Dicbte W/i im Raume ver- 
tbeilten Masse ist, so kann man die Gleicbnng 16b auch so 
scbreiben: 
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Ferner liefert die G-leiohung 74 f: 



woraus weiter folgt: 


99) 


dl' . da' . dv' 1 A . 
dx dy d% 4 re ^ 


Indem man die nach z differenzirte zweite der Gleichungen JT 
oder A' von der nach y differenzirten dritten abzieht, erhalt 
man wieder die sechs Nahewirkungsgleichungen, ^lche die 
Form haben: 


D') 

C') 



dy 




4 71 + 


1 \ dl' d8 d 9 

& ) dt dy d% 9 



d% 


= Ab 


d 2 cp 
dxdt 


— 4 n A 




Ans diesen Gleichungen wiirden die Gleichungen 1 6' und 
74' identisch folgen. Statt der ersteren muss man daher zu 
den Gleichungen O' und D' die folgende hinzunehmen, welche 
sich ergiebt, wenn man die erste der Gleichungen A f nach x , 
die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt und sie dann 
addirt : 


100 ) 



+ Acp = A 2 kb 


d 2 cp 
~d¥~' 


Die Grosse ip kommt in den Gleichungen nicht weiter vor, 
sie kann daher als eine neue durch die Gleichungen 98 oder 
99 definirte Grosse betrachtet werden. 

Diese Gleichungen sind vollkommen identisch mit den von 
Herrn v. Helmholtz entwickelten 1 ), nur dass derselbe die 
Elektricitat in dem fur das ideale Standardmedium geltenden 
elektrostatischen Maasse misst, daher b = 1 setzt, wogegen 
wir das fur den realen Standardkorper (Luft) geltende elektro- 
statische Maass angewendet haben. Wir liessen daher b will- 
kurlich und setzten: 


D - b 
4 TC 7 


9 v. Helmholtz, Gesammelte Abh. I. Th., S. 621. 
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wobei D die Dielektricitatsconstante gegeniiber dem realen 
Standardkorper ist; bei uns ist also b die Dielektricitatscon- 
stante des idealen Standardkorpers relativ gegen den realen. 
Fur b = 0 wird die Theorie bei jedem Werthe von l und & 
mit der MaxwelTschen identisch, was schon Poincar6 be- 
merkte. Ist b von Nnll verschieden, aber h = 0, so redncirt 
sich die Gleichung 100 auf 96. Es ist also dies der Wertk 
von k, welcher bewirkt, dass trotz der YeraUgemeinerung die 
G-iltigkeit der letzteren Gleichung und daher, da cp immer das 
Potential einer Masse von der Dichte F ist, auch die der 
Gleichung 37X nicht aufgehoben wird. 

In unserer alten Bezeichnung lauten die v. Helmholtz’- 
schen Nahewirkungsgleichungen: 

-p^ M dot dR d Q 

' dt dy dx, 5 

*l4r-iT)-^-V J ¥r + L ( F +V + i £f <■ 

Die Gleichung fur 'ip, namlich: 


A <ip = — 


da 

dx 


d@ d y 

Tr 


braucht nicht besonders dazu genommen zu werden, da 'ip in 
den iibrigen Gleichungen nicht vorkommt. Dagegen entfallt cp 
nicht, sobald b von Null verschieden ist. Man muss daher die 
Gleichung 100 kinzunehmen, welche lautet: 


dP dQ 
dx dy 


dR 


+ A cp = A 2 A b 


d 2 cp 
~dP~~ 


Es ist dann durch die Anfangswerthe von Q, 

also durch den gesammten Anfangszustand der magnetischen 
und dielektrischen Polarisation, der gesammte zeitliche Yerlauf 
der Erscheinungen noch nicht bestimmt. Daher ist auch der 
Schluss nicht mehr verwendbar, dass durch Grosse und Rich- 
tung der elektrischen und magnetischen Kraft an einer Stelle 
des Raumes die gesammte Wirkung auf ruhende und bewegte 
Elektricitat und ruhenden und bewegten Magnetismus daselbst 
bestimmt ist, ohne dass es darauf ankommt, ob die elektrische 
Kraft z. B. von einer statischen Ladung oder einem verander- 
lichen Strome herruhrt. Yielmehr mussen noch die Anfangs- 
werthe von cp und dcpfdt gegeben sein, welche bei verschie- 



138 


Dreizelmte Vorlesung. 


denem Ursprunge der elektrischen Kraft verschieden sein 
konnen. Ans cp kann man znnachst die Grosser 



4 n 

bestimmen. Die Thatsache, dass cp nnd dcpfdt gegeben sein 
muss, lauft also daranf hinaus, dass die gesammte freie Elek- 
tricitat nnd deren Differentialquotient nach der Zeit fiir t= 0 
gegeben sein mufs. 

Herr v. Helmholtz leitet wieder znnachst die Fern- 
wirknngsgleichnngen ab, indem er znr Basis seiner Theorie 
Principien macht, welche im Wesentlichen mit dem zn Anfang 
des yorigen Paragraphen Auseinandergesetzten hbereinstimmen. 
Nnr setzt er an Stelle des dort mit bezeichneten Ans- 
drnckes yielmehr: 




ii'ds ds' 


- — cos (ds, ds') + — cos (ds, q) cos (ds, q) 


Wenn ids = 1 gesetzt wird nnd ds die Abscissenrichtnng hat, 
so ist die Snmme der drei d 5)3, welche sich anf die drei Strom- 
elemente u' dr, v dr, w dr beziehen, in der That: 


dr 

WJ 


u' + 


d 2 1 


dx dg 


+ v' 


d 2 g 

dydtj 


+ w 


Jl±\ 

dxdt ) 


Es hat also das iiber den ganzen Raum erstreckte Integral 
f dty, dnrch welches gemass den jetzigen Annahmen an Stelle 
der Gleichnng 98 jetzt die Grosse ?7/D 2 definirt werden mnss, 
den Werth: 




dr 

Wq 


v! + 


1—k dW 
2D 2 dx * 


Dazn kommt noch die Annahme, dass die dielektrischen Polari- 
sationsstrome ebenso stark wie die geleiteten wirken. Bezhg- 
lich der Conseqnenzen der y. Helmholtz’schen Theorie, 
namentlich der nach derselben moglichen Longitndinalwellen, 
mnss ich anf das Original yerweisen. Nnr eine Bemerknng 
sei noch beigefiigt. Hat man einen homogenen Korper, wo 
a nnd x nicht Funktionen der Coordinaten sind, so kann man 
in den Gleichnngen C' nnd D' setzen: 


r + 


T?/*- 


d 2 <p 

dxdt 


d t, 


— CO 
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woraus folgt: 

d%' , _£ d 2 cp __ di" 

dt xs' 4:n m dxdt dt ' y s' * 

Bezeichnet man mit ty" und g" analog gehildete Ausdriicke, so 
wire! ausserdem: 



dy d% dy dz 


Man erhalt also statt der Gleichungen C' und D' ganz ana- 
loge fiir £", t) /r ? g", aus denen jedoch cp ebenso herausfallt, wie 
sebon friiher <ip berausfiel. Es sind daber f, g" die Re- 
prasentanten der Transyersalschwingungen, deren Yeranderung 
genan wie nach Maxwell’s Theorie, also unabhangig von den 
Longitudinalwellen erfolgt. Doch sind beide Well engattungen von 
gegenseitigem Einfiusse auf einander, sobald k nnd a yerander- 
lich sind, daher anch dorfe, wo zwei yerschiedene K5rper an- 
einander grenzen. 

Beziiglich der Bezeicbnungen bemerke ick noch, dass 
Maxwell die bisher gewabrte Symmetrie derselben dadnrch 
stort, dass er beim Magnetismns ausser den Componenten 
der magnetischen Kraft nocb die der Magnetisirungsintensitat: 




M- 1 
4 n 


cc, 


J5 = 


M- l 

4:71 


P, 


C = 


M- 1 
4tv 


r 


und die der magnetischen Induction a — Met, b—Mfi, 
c = My einfiihrt, so dass also a = a + kit A ist. Bei der 
Elektricitat aber fiihrt er bloss die Componenten der dielek- 
trischen Yerschiebung f= DP/ g — DQjAn, h~DRj 4# 
ein. Die Symmetrie wiirde erfordern, aucb hier die Grossen 
(D — 1)P/4tt und DP einzufiihren; freilich wiirde sich der 
Differentialquotient keiner dieser Grossen nach der Zeit ohne 
Faktor zum galvanisch geleiteten Strome addiren. Ich glaubte 
ini I. Theile dieser Yorlesungen mehr Symmetrie zu erhalten, 
indern ich unter yu, a , b , c die Maxwell’schen Grossen ver- 
stand, dagegen: 

a n _ b __ e 

a 4nfi 7 P 4 ny, y ' 4sr^ 

setzte, so dass die yon mir dort mit a bezeichnete Grosse . 
gleich der Maxwell’schen dividirt durch 4sr ist. Es scheint 
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jodoeh dien midi nidit zweeknmHsig; man mllsste vielmehr, 
wonn man die Relation f U V 4,7 beibehalten wollte, aueh 
a M a j 4 it setzen, wohei uutUrlich dan von Maxwell, urnl 
aueh bier, nieht aber tins im I. Theile dinner Vorlesungen 
angowandto a gemeint ist„ Dunn wihde also 4 n a — a + 4 it ./, 


Vier/eluite Vorlosung;. 


§29. Ueber die Wanderung wahrer Klekt rieitiit, welehe 
Hieh ursprUnglieh im lnnern von Leitern hefnnd, nack 
do ran Oborfliiehn und ein Theorem Gauss’. 

Da die MaxwidlVdto Theorie die ebdctriseheu Krsehei- 
nungem vielfaeh von ganz anderen GesiehtHpunktim betraehtet 
uls die alto, ho dllrfte an zum Veratllndniss beitragun, spedolle 
einfaehe Beispielo zu rechmm, welehe nieht nut Rliekmeht auf 
die praktinehe Verwerthung, Hondern ladiglirh auf die leichte 
Ihirehfllhrbarkoit dor Redlining gerade uar.ii Maxwell’s For- 
meln gewlihli Hind and duller niehi einen wesentliehcm Theil 
dor Maxwoll’Rehon Theorie bihlen, sondoru bioss zu down 
Vimansehauliehung boitrugou sullen. Wir kohren duhei winder 
ganz zu den ursprdnglichen, in den beiden ernten Vorlesungen 
entwickelten Formula Maxwell's zurbek, olme die im vorigen 
'Paragraph erwlihnten Verallgtmtfdnenmgen. 

Idi habe lusher ahiddiilieh jeden ZurUekgreifen auf die 
in der ernten Vorlotuiug zu Grumle gelegte mechaiURche An- 
Bchauung veruriotiem, um zu zeigen, timn nie zur Begrttndung 
der Gleidhungen dieium kaun, a her nielli muss, dans vieimehr 
die Resultate aim den Gleiehungen allein bid beliebiger andorer 
meehttuiieher Grundlage, odor aueh ganz ohne soiehe gewonnen 
warden kttnmm. Jetzt aber will ieh aueh auf June moehanisehe 
VeraiiHehauliehung winder zurUekkommen. 

Idi betrachte zuniiehst folgencies Problem. 1 ) In einem 

l ) I filter aikmlhigH nnderwi Aufonj^liediitgungim wurdo dieses Problem 
aueh von Harm v. Helmholtz, Abh. ltd, I* 8. 585 behandelt 
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pen unendlichen Leiter, in dem nirgends aussere elektro- 
ische Krafte wirken, sei zu Anfang der Zeit a = § — /= 0, 
seien die partiellen Ableitungen einer Funktion 
Intfernung r des Aufpnnktes vom Coordinatennrsprnng 
r)dr. Xj und D seien ebenfalls Funktionen yon r. Da 
alles urn den Coordinatennrsprung herum symmetrised 
aiissen P, JR auch zu alien Zeiten die partiellen Ab- 
gen einer Funktion cp von r und t bleiben, und es wird: 

p ___ x d<p q y_ d<p ^ dcp 

r cl r 5 ^ r cl r J r d r 

rleiclumgen D liefern dann zu alien Zeiten a = /3=y = 0, 
laher liefert die Grleicbung C: 




4jtLt 

D dr , 


4 n I dr 


I) 


dcp 

Tl r 


+ 


2D dcp 
r d r 


4 nr 1 dr 


(>-■■» i?) 


4 jr i 


r 2 l)Oe D 


_ _ _1 d__ 

4. nr 2 dr 

:adiale Gresch'windigkeit der neutralen Elektricitat ist: 

T dcp 

o = — L ~~ . 
v dr 

b. die Kugel vom E-adius r geht in der Zeit d t die Elek- 
itsmenge 


4 7T r 2 L 


dcp 
dr * 


0-ehalt an 'wahrer Elektricitat zwischen den Kugeln von 
tadien r und r + dr nimmt also walirend der Zeit dt um 

ms in der That gleich 


cl t ~ (4 % r 2 d r s w ) 

Die Dichte der freien Elektricitat ist, wenn wir sogleich 
L setzen: 


1 f d?<p + 2W = 


4 n \dr 

1 d_ 
4c7tr 2 dr 


r dr 

r 2 (pe 


1 

4nr 2 dr 




ijtL 
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Die Dichte der durch dielektrische Polarisation ausgeschiede- 
nen Elektricitat ist: ’ 


£f £ 10 


(-0 


1) r 2 4— 

1 dr 


4 nr 2 dr 

An Discontinnitatsflachen kann sich Elektricitat von der 
Flachendichte 






4tiL q 4 JtLx \ 

A A I 



-Do - £ 


43r£j 

A 


ansammeln, auch wenn urspriinglick die Flachendichte der 
wahren oder freien Elektricitat Null war, also D 0 & 0 = D 1 & x 
oder (I> 0 = ist. Diese Elektricitat verschwindet natiirlich 
mit der Zeit wiederum. Nur wenn & 0 = 0 1 = 0 ist, war auf 
der Kugelflache urspriinglich keine Elektricitat, und ist innen 
gleich viel positive und negative. Daher hat man auf der Kugel- 
flache nie Elektricitat. Denn innerhalb der Kugel war zu An- 
fang die wahre Elektricitatsmenge — r 2 D 0 <2> 0 , die freie 
— r 2 <2> 0 . Natiirlich ist stets 


Der fur % gefundene Werth zeigt, dass die dielektrische 
Polarisation so gedacht werden kann, dass die Kugelschale 
vom Radius r und der Dicke dr innen mit der positiven, 
aussen mit der negativen Elektricitatsmenge 

m = {D- l)r^ 


bedeckt ist. Dadurch, dass auch die umschliessende Kugel- 
schale analog bedeckt ist, wird auf der Aussenflache der erst- 
genannten Kugelschale die Elektricitatsmenge 


frei, welche man als die Gesammtmenge der durch die elek- 
trische Polarisation ausgeschiedene Elektricitat im Innern 
dieser ganzen Kugelschale bezeichnen kann. Dividirt man sie 
durch das Yolumen der Schale 4iTr 2 dr, so erhalt man in 
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der That don obigeu Worth von a p . Das dielektrische Moment . 
dor Volumeinheit ist: 

v — m ^ r __ ___ /> ~ l dcp 

4;r r* dr "™ 4 n~~dr ' 

Es ist in dor That: 


l « 


/> - i 
4 ;r 


fi a + + /.*- = 


D — 1 ri(/) 
4 a dr 


Khonso ist <(• in dnr That das olektrostatische Potential alter 
froion Eloktricitat, niimlich: 


r r.t 


r co 

/*» p 

j J 1> + j *f (><!(> 

4 % 

y / 6f r 2 dr + 6 f rdr 

0 r J 


J 

L U r J 


Dio Anwendung dor partiollon Integration auf das letzte In- 
togralo roduoirt don ganzen Ausdruck auf 

t' 4, a Lt 

J <l> e ~ i> d r ~ (p . 

VorauHgoHetzt ist dabei, dass die Gesammtmenge der freien 
Eloktricit&t nicht unendlich ist, dass also ftlr gross© r der 
ver&nderliche Theil von <p mindostens wie a/r abnimmt, weil 
sonat das Potential unendlich odor unbestimmt wird. 99(00) 
ist eine wilikiUiiehe additive Constante. 

Wo sick koine froze Eloktricitat befiiulet, ist 



Hind dort h uiul 1) constant, so ist dort auch keine wahre 
EloklrioiUtt und os aammelt sich auch wader wahre noeh freie 
Eloktricitat an, Es ist dann dort 


<l>^ 


a 

r* 


1st J) constant, aber L Funktion von r, so bildet sich dort 
zuerat freie und wahre Eloktricitat, deren Quanta sich immer 
wie I : /J vorhaltou, und die dann wieder verschwinden. Ist 
auch J) Funktion von r, so bleibt dieses constante Verhalt- 
nisB nicht orlmlton; dock steht stets die gesammte freie Elek- 
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tricitat zur gesammten wahren innerhalb der Kugel in diesern 
Verhaltnisse. 1st L constant und D Funktion von r und in 
einem Momente e f = 0 , so ist in diesern Momente 

de 

II = 0 

dt 9 

nicht aber verschwindet die Grosse 


de, 


f 

dt 


d 


0 


_ 4 sr J L 

4c 71 1 j zr- t 


4jrr 2 dr \ # 1 ) 

Es kommt daher erst freie, dann anch wahre Elektricitat hin, 
die aber wieder verscbwinden. Nur wenn dort (£> = 0 ist, ist 
urspriinglicb weder wahre nocb freie Elektricitat dort and es 
kommt aucb nie welche bin, weil innerhalb immer gleicb viel 
positive als negative ist. Der Ausgleich dieser positiven und 
negativen Elektricitat innerbalb ist dann, wie man siebt, ganz 
obne Einfluss auf die Vorgange ausserbalb. 

Nach der mecbaniscben Hypothese der ersten Vorlesung 
sind alle diese Vorstellungen nur Bilder fur die einfacbe That- 
sache, dass uberall Wirbel rotiren. Die Botationsgeschwindig- 
keit ist in der Entfernung r vom Coordinatenursprung zu An- 
fang der Zeit 0{r), die Rotationsaxe bat die Ricbtung der 
Geraden r. Da Iiberall P, Q, R die Ableitung einer Funktion 
nacb den Coordinaten sind, so ist die potentielle Energie 
V gleicb Null nacb Gleicbung B. Es werden daber nirgends 
Krafte auftreten, welche die Gescbwindigkeit der Wirbel zu 
verandern streben, mit Ausnabme der dampfenden oder Kei- 
bungskrafte iP, IjQ, LR. Es ist daber: 

D dP 


4 re (It 


+ 1P= 0. 


Alle Rotationsgescliwindigkeiten nehmen also gleichmassig pro- 
portional 

inL 

e D 

ab. Ist fur ryE 


0 = 


a 


und L und 1) constant, so ist alle freie und wahre Elektricitat 
auf den Raum r < It beschrankt. Ist a von Null versebieden, 
so stromt in der Zeit dt die Elektricitatsmenge 
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ins Unendliche ab. 1st dagegen a — 0, so verschwindet die 
Summe aller wahren Elektricitat im Raume zwischen r = 0 
und t = B. Diese gleickt sich also miter einander aus, obne 
die aussere TJmgebung zn beeinflussen, 1st z. B. 0 = b von 
r == 0 bis r = It, 0=0 fur r > B, und D und L im ganzen 
Raume constant, so ist die Volumdicbte der wahren Elektri- 
citat fur 0 < r < R 

_ Db 

2 nr 7 

daher ist die ganze in diesem Raume befindlicbe wahre Elek- 
tricitat — Db 22 3 . Auf der Schale vom Radius R aber ist mit 
der Fiachendichte Db/ioz genau die gleicbe positive Elektricitats- 
menge aufgehauft. Hatte © fiir 0 < r < B den gleichen Werth, 
dagegen fur grossere r den Werth. bB 2 /r 2 , so wurde die posi- 
tive Umhlillung fehlen, und alle Elektricitat ins XJnendliche 
abfliessen. Die gleichmassige Dichte 

^ Da 
4 7t 

der wahren Elektricitat in der Kugel vom Radius R wurde 
man erhalten, wenn 

3 

fur 0 < r < B ware. Ware dann fur r > B, 0 = 0, so ware 
wieder auf der Oberflache der Kugel die gleiche und entgegen- 
gesetzt bezeicknete Elektricitat wie in deren Innerem angehauft. 
Ware dagegen: 


so wurde diese Umhullung fehlen. Es ware dann zu Anfang 
der Zeit, wenn die Constante so bestimmt wird, dass gp im 
Unendlichen verschwindet, ausserhalb der Kugel 

R s a 

und im Innem der Kugel, da an deren Oberflache gp selbst 
keinen Sprung machen darf, 

a r 2 ciR? 

9C== _ _ , 

und es ist in der That cp das durch JD dividirte Potential aller 
wahren Elektricitat, oder das Potential der freien Elektricitat. 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 10 
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■ a TCorner eine endliche Kugel vom Radius B 
Wiire der leitende R P Dielektricum) in welchem die ent- 

und umgeben von Index 1 versehen werden sollen, 

spreclienden Grdssen mi mec]iail i sc hen Vorstellung der ersten 
so wiirden sioh nacu wie M]ier a bspielen. 

Yorlesung alle , enthaltene wahre Elek- 

SdtSTi Z*Zn 1 ™d D wieder als constant a.raas- 

setzt, _ &nL t 

__ i? a J5 <£ (-S) e • 

„.. ^icohen Leiter und Dielektricum ail- 
aber ware, da der We* dee d , / dr 

im Dielektricum constant ist, ^ ^ 

j2*[ — -O, (-B) + e D • 

„ 7 A A selbstverstandlieh constant. Sie ware 

Sck U S w 6 ent * (B) - 0 ist- Wto speciell im Dielektri- 

cnm nirgends wahre Elektricitat, so musste 

0> 1 (r) = ^- 

sein. Die Oonstante a musste den Wertb 

D B* & Cg) 

habeu, wenn anfangs auf der Oberflache der Kugel keine Elek- 
tricitat ware. Fur a == 0 dagegen ware die Summe des Elek- 
tricitatsmenge im Innern und an der Oberflache der leitenden 
Engel gleicb Null. Die Exponentielle 

knL , 


ist also in gewisser Hinsicbt das Maass der praktisch immer 
enormen Geschwindigkeit, mit welcber sick eine urspriinghch 
im Innern eines Leiters angehaufte Elektricitat an dessen 

Oberflache begiebt. „ , 

Einige aUgemeinere Bemerkangen mogen noch Platz linden. 
1. Betrachten wir einen komogenen Leiter, wo L und M 
constant sind, D aker versekwindet und keine ausseren elektro- 
motoriseken Krafte wirken. Fiir diesen folgt zunackst aus den 

drei Gleickungen C: 

dP , d Q , dB _ a 
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ferner aus der ersten der G-leicbungen C iinter Zuziebung 
■von D: 

4 n L M dP j p 

W dT - 

cbenso fur Q und JR. Die elektriscben Krafte pflanzen sicb 
daher genau so fort, wie nacb Fourier’s Tbeorie die geleitete 
VVarrae, was bekanntlicb scbon Maxwell wiederbolt ausspracli. 

2. Wir denken uns wieder emeu bomogenen, Yon ausseren 
elektromotoriscben Kraften freien Leiter wo L, M und JD 
constant sind, letztere Grosse aber nicbt Yerscbwindet. So- 
"wobl ira Innern des Leiters ©, als aucb an dessen Oberflache 
tann zu Anfang beliebige freie und wabre Elektricitat sitzen. 
Die etwa mit Elektricitat geladenen Oberflacbenelemente aber 
^wollen wir wie immer als Volumelemente Yon endlicber, wenn 
aucb sebr geringer Dicke betracbten. Ein Volumelement des 
Deiters © mit Einscbluss seiner Oberflacbenelemente soli mit 
dr& bezeicbnet werden. 

Wir construiren ganz innerbalb des Leiters eine ge- 
scblossene Flacbe F , deren Oberflacbenelemente wir mit doi 
"bezeicbnen. Den davon umscblossenen Eaum nennen wir J 
und bezeicbnen seine Volumelemente mit dr*. In jedem der- 
selben kann wabre Elektricitat Yon der Dicbte a w sitzen. Die 
Summe der wabren Elektricitat im Eaume J ist daber: 


Andererseits ist: 


$i = f s w d Ti . 


■P de w 

4 tc dt 


'1 L — 0 , 


wie aus den G-leicbungen C folgt; daber bat man: 



j 



d . 


Dies muss aber notbwendig gleicb der negativ genommenen 
und durcb dt diYidirten Menge der wabren Elektricitat sein, 
welcbe wabrend der Zeit dt durcb die gesammte Flacbe F 
austritt. Durcb jedes Element do derselben tritt nacb der 
Formel 20 wahrend der Zeit dt die Elektricitatsmenge: 


Ldoi dt -P- 
dn 


10 
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aus, wohei die Nonna Its n in das 
zuziehon ist. Wir erhalteu somit 

lnnere ties Raumcs J hineiii- 


'</<>; 11 ; r . 

J 4il 

4 tin 

J F 


KVnier ist naoh Formed 30: 


1 i\'h. 

,f = » J , ' 

1 

" J a • 

Man fimlet somit: 


r *1 i * ii i • 

p 

/ d< ‘ / / 

- 4 ,t / r/ r ; . 

J ' n J V 

J 

/•' c > 

j 

Ks ist dies ein bekatmter, zuorst 

von Claus s aufgostolltor unci 


mm Bewtdso des Poisson 'solum Theorems bcmutzter Satz dor 
Potential! henrio. l ) 


$. 30, MoHmuinmuH d oh unondlichen goradliuigon 
elekt risohen S ironies. ftnorgieu msatz an den Stellen 
dor YVirksamkeit liussoror oioktromotorischer Krill' to. 


Ks rnd noeh des einluehon Beispitds godatdrfc, das ieh in 
don SitzungsheriehUm dor buyerisehen Akademie, Bd, 22, 1802, 
boroehneto, wo ilbrigens sowohl din Thoorie als aurh din Rooli- 
mmg uieht frei von Kehleru ist In oinem sehr langen eylin- 
driHchim Prahie vena Radius p, dosson Axe dio Alwoissouaxe 
ist, lliesso dioser parallel tan stationaror olektriscdier Strom. 
I hunt ist im Jntiorn des Drahtes l* constant Wir wolhai I\ 
gleieh a ; |) sotzen , so dass l* m ~~ a ist Dor Index s drttekt 
otoktrostatiHehna, dor Index m maguetistdms Maass aus. Q and 
ft vorschwinden im Innern des Drnhtos. Man erfllllt daher alio 
(ikuehungon, woim man ausHimlem sotzt: 


u 


o , d 


- n !*,« * 

W 


2 it A* a i 


2 n L g ft tf 

"W m 


sw — 2 7t l m at/. 

Dto Stromdichto im oloktrostatisohon Maasse gemessen 
ist u A,/D, aim* in magnetiHchom a l m . Wir wentien im 

J ) VgL llkmiann, Bchwere, Etaktridtftt mid Magne tinman, 2 Aung. 
H. 41; Poinaaru, Electricity «fc OptJque, I. Th, , 8, 7. 



§ 30. Mechanismus des elektrischen Stromes. 


149 


Folgenden immer magnetisch.es Maass an und lassen den 
Index m weg. Der Draht soil von einem coaxialen, znr Erde 
abgeleiteten Metallhohlcylinder vom Radius cr umgeben seim 
Zwischen beiden soil sicli Luft befinden, in welcher L = 0, 
D == b = 1 ist, und fur welclie alle iibrigen Grossen den 
Index l bekommen. Dann ist ini Innern des Drahtes: 


cp — — f P dx — — ax. 

Die magnetische Kraft auf einen Magnetpol von der Starke 
Fins ist an einer beliebigen Stelle im Innern des Drahtes: 

2 % L r a = . 

r ist die Entfernung der betreffenden Stelle von der Axe des 
Dralites, i die totale Intensitat des Stromes, welcber den 
coaxialen Cylinder vom Radius r durchfliesst. 

An der Oberflache des Drahtes miissen, da die magne- 
tische Kraft tangential zum Querschnitt ist, ihre Componenten 
a, /?, y zu beiden Seiten der Oberflache gemass der Gleichungen a 
denselben Werth haben, was wir in folgender Form schreiben 
wollen: a = a h — y — y L fur r — Ebenso erhalt man 
P = P L fur r = (>. Wegen der vollkommenen Symmetrie um 
die Axe muss jedenfalls: 

Qi Pi 

~y * 

sein. Der Werth dieser Grossen aber hangt von der freien 
Elektricitat ab, die sich auf der Drahtoberflache ansammelt. 
Da die Bewegung aphot ist, miissen ferner P, Q, R die 
partiellen Ableitungen einer Funktion — cp (. x , r) nach den Co- 
ordinaten sein. Fur r = q muss: 


fur r — (T aber cp = 0 sein. Da wir annehmen, dass in der 
Luft urspriinglich nirgends wahre Elektricitat vorhanden war, 
so muss iiberall Acp — 0 sein. Daraus folgt: 


Q 


Iff — 1 T i 1/7 7 \ T) „ ^ ^ 

a x — — + b (l cr — l r) , Pi — a — 


Iff — l Q 
axy 


(la — l g)r 2 


+ 


b y 


«i= 0, /?, 


aq* Lo 


R,= 




(l <j — l q)r 2 
2n aq 2 Ly 


■h 
+ - 
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Die ebenfalls magnetiscb gemessene Dichte der wabren Elek- 
tricitat auf der Oberflache des Drahtes ist mit der freien 
Elektricitat identiscb und bat (vgl. 15b), da Q und R im 
Innern des Drabtes verscbwinden, den Wertb: 

jp ___ £» , & 

4 n D 2 ^ (l (T — l q) 4 n D 2 q 

Die zwiscben den Wirbeln liegenden Friktionsrollcben sind, 
wie die fur a, /3, y gefnndenen Wertbe zeigen, tangential in 
dem Sinne verscboben, in dem man yon der positiyen .z-Richtung 
auf kiirzestem Wege zur positiyen y-Ricbtung gelangt, und 
zwar um Strecken, die der Entfernung yon dessen Axe im 
Innern des Drabtes direkt, ausserbalb desselben yerkebrt pro- 
portional sind. -Sie werden daber mit einer der Verscbiebungs- 
ricbtung genau entgegeugesetzt gericbteten Kraft gegen ibre 
Rubelage gezogen und uben auf die Wirbel eine gleicbgericbtete 
Kraft aus, die also ebenfalls zu diesen und zum Cylinder tan- 
gential gericbtet ist und im Drabte an der yon der Drahtaxe 
am meisten entfernten Stelle des Wirbels den grossten Wertb 
bat. Die Gesammtkraft also, welcbe alle Friktionsrollcben 
auf einen Wirbel ausiiben, sucht diesen in dem Sinne, in dem 
man yon der positiyen y-Axe auf kiirzestem Wege zur positiven 
z-Axe gelangt, zu dreben und deckt den durch die Reibungs- 
krafte (IP,ZQ,ZR, Joule’scbe Warme) yerursacbten Ge- 
schwindigkeitsverlust. 

Dieser Spannungszustand muss naturlich durcb aussere 
elektromotoriscbe Krafte erbalten werden, die wir uns an 
Stellen denken, wo x sebr grosse positive oder negative Wertbe 
hat. Ausserbalb des Drabtes dagegen ist: 

d ft d y 

d% ~~ dxj ' 

Die Rotation der Wirbel wird also dort durcb die Friktions- 
rollcben nicbt beeinflusst. 

Wie wiirde sicb nun die Sacbe andern, wenn die ausseren 
elektromotoriscben Krafte nicbt in unendlicbe Entfernung ge- 
rtxckt waren, sondern wenn z. B. in der Schicht zwiscben 
x = — c und x = + c, die wir kurz die kritiscbe Scbicbt 
nennen wollen, 7=7 = 0 ware, X aber einen constanten 
von Null verscbiedenen Wertb batte, der naturlich sebr gross 
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sein miisste, wenn c sehr klein ware? Dann wtirden zeitliche 
Voranderungen in der Diclite der wahren und freien Elek- 
tricitat, dalier Schwankungen in der Rotationsgeschwindigkeit 
der Wirbel, resp. elektriscke Scliwingungen auftreten, bis der 
elektrisclie Strom im ganzen Drahte gleich stark und parallel 
der Axe ge worden ware, also P+X fiir die kritische Scbiclit 
denselben Wertli hatte, wie P ausserhalb derselben, was wir 
in der Form. P k + X = P n scbreiben wollen. Es miisste daher 
P in der kritiscben Scbiclit entgegengesetzt, ausserbalb aber 
gieichbezeich.net mit X sein. Yermoge der dazwiscben befind- 
lichon Friktionsrollchen miisste sicb P in die Luft liinein con- 
tinuirlicli fortsetzen, und es miisste daber aucb in der Luft 
mahe an der Drahtofaerfiache in der kritiscben Scbicbt dexn X 
entgegengesetzt, ausserhalb derselben aber gleicbbezeicbnet 
mit A r sein. In grosserer Entfernung fande durcb die dort 
auftreten den Werthe yon Q und R die continuirliche Yer- 
mittelung statt. 

Es entspricbt dies genau dem Yerlaufe der elektrischen 
Krafte, welche nacb cler alten Tbeorie durcb die auf der Draht- 
oberflache angehaufte freie Elektricitat erzeugt werden. Da 
Uberall P, Q y R die Ableitungen einer Funktion nacb den Co- 
orclinatenaxen sind, so sind a , (3, y nicht Funktionen der Zeit 
and daher, wie aus den G-leicbungen C und D ersiclitlich ist, 
nur von dem Wertbe abhangig, welcben die Grossen P + X, 
Q + Yj JR + Z innerbalb des Drahtes baben, da ausserbalb 
desselben : 

y d P d Q d R ~ 

~~ dt c it d i 

ist. P+ Xhat aber innerbalb des Drahtes uberall denselben Werth 
wie frtiher, als die elektromotoriscben Krafte in unendlicber 
Entfernung waren. Ebenso Q, R, Y und X, welche sammtlich 
Ycrscbwinden. Die magnetiscben Krafte cc, /?, y sind also nicbt 
von dem Orte der elektromotoriscben Krafte abhangig, sie 
wirken ebenso wie friiber auf die Wirbel in der Luft gar 
nicht, auf alle Wirbel im Drahte aber gleichmassig be- 
schleunigend in dem Sinne, in welchem man von der posi- 
tiven y-Axe auf ktirzestem Wege in die positive z - Axe ge- 
langt. Dadurcb werden wieder ausserbalb der kritiscben Scbicbt 
die Wirbel trotz der Reibungskrafte in gleicbformiger Ro- 
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tation erhalten. Innerhalb der kritiscken Schickt abe: 
sie ja entgegengesetzt rotiren, werden sie in ihrer Eo 
aufgekalten. 

Nach unserer mecbaniscben Yorstellung verkalt sic! 
die Elektricitat keineswegs wie eine Fliissigkeit, die 
ibren eigenen Druck im Drakte fortgetrieben wird, woi 
besonders die Ansammlung anf Flacken bis zur unend; 
Dickte unvereinbar ist. Sie veikalt sick ja auch nao 
alten Tkeorie nickt so, da sie nack letzterer nickt durcl 
inneren Druckkrafte, sondern durck die Fernwirkung der 
Elektricitat anf der Oberflacke des Draktes getrieben 
Nack unserer meckaniscken Vorstellung dagegen wird die 
bende Kraft sogar aussckliefslick durck das nmgebende D 
tricum vermittelt. Die elektromotoriscken Krafte vers 
zunackst nnr die Wirbel im Innern desjenigen Tkeilei 
Draktes, der innerkalb der kritiscken Sckickt liegt, ii 
tation. Durck Vermittelung der Friktionsrollcken werde 
dann die Wirbel in der Luft an den dem Drakte be 
barten Stellen, dann auck die in der ubrigen Luft] 
in Bewegung gesetzt. Diese erst greifen durck die Frik 
rollcken in diejenigen Wirbel ein, welcke sick im I: 
des Draktes ausserkalb der kritiscken Sckickt befinden 
versetzen sie in Dotation, treiben daker den elektri 
Strom. Yermoge des Ineinandergreifens des ganzen M 
nismus kann der Zustand nur stationar werden, wem 
negative Rotationsgesckwindigkeit P k innerkalb der kriti 
Schickt zu der positiven P n ausserkalb derselben in einem 
bestimmten Yerkaltnisse stekt, das vom Verkaltnisse der Y 
stande w n ausserkalb und w k innerkalb der kritiscken S< 
abkangt. 1st w n gross gegen w kf so ist P n klein, daker 
wenig kleiner als X; ist dagegen v\ klein gegen w k , so 
wenig kleiner als X, und P h versckwindet fast. Natiirlic] 
ganz analoges auck, wenn der Drakt nickt geradlinig un 
endlick, sondern irgendwie in sick zuriicklaufend ist. 

Ware im ganzen Drakte Xconstant, T=Z=0 (was fur 
krummen Drakt dem Falle entsprecken wiirde, dass uberall 
der Drahtrichtung wirkende aussere elektromotoriscke Kraf 
stant ist), so ware iiberall im Innern des Draktes P=Q = 
und die gesammte Stromdickte ware iiberall LX. Es wi 
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daker auch in der Luft nirgends Wirbel und daber auch weder 
freie noch wahre Elektricitat anftreten. cc : (3, y dagegen batten 
genau dieselben Wertbe wie friiher. Die Friktionsrollehen 
batten also dieselben Verschiebungen gegen ibre Ruhelage. 
Dies wiirde in der Lnft wie friiher nirgends Wirbel erzeugen, 
im Leiter aber den ausseren elektromotoriseben Krafien ent- 
gegenwirkend die Wirbelbewegung, welcbe sonst yon diesen 
erzeugt wiirde, aufbeben. 

Ich komme bier nocb auf einen wichtigen Punkt zu 
sprechen, der bisber unerortert blieb. Wenn wir die einfacben 
Gleicbungen 8 nnd 9 acceptiren wiirden, so miisste in dein 
zuletzt betracbteten Falle keine Joule’ scbe Warme entwickelt 
werden, und es wiirden die ausseren elektromotoriseben Krafte 
aucb keine Arbeit leisten. Es wiirde daber ein elektriseber 
Strom mit magnetiseber Wirkung obne Arbeitsleistung und 
Warmeentwickelung besteben konnen. Ob dieser Fall niebt 
vielleicbt bei den Molekularstromen, die nacb Ampere’s Hy- 
potbese den Magnetismus erklaren, realisirt ist, lasse icb dabin- 
gestellt. Es miissten dann, wenn der Drabt durebsebnitten wird, 
und die entstebende elektrostatisebe Ladung den Strom zum 
Stillstand gebraebt hat, die ausseren elektromotoriseben Krafte 
arbeiten und Joule’ sebe Warme erzeugen, was freilicb, wenn 
diese ausseren elektromotoriseben Krafte selbst in Molekular- 
energie (Warme) ibren Ursprung batten, niebt weiter bemerkt 
werden konnte, da ja nur Molekularenergie wieder in Mole- 
kularenergie umgesetzt wiirde. 

Bei den Hydroketten entsteben die ausseren elektromoto- 
Krafte jedenfalls durcb cbemisebe Bewegungen der Atome, 
welcbe, wenn die Kette offen ist, wenigstens in gewissen 
G-renzf alien vollkommen zum Stillstand gelangen, sobald der 
elektrische Strom durcb die statiseben Ladungen zum Ver- 
schwinden gebracht worden ist. Dann muss in Abwesenbeit 
eines elektrischen Stromes, also fur 

P + X=zQ+Y^R + Z=0 

auch W = 0 sein. Dies erreicben wir am einfaebsten, wenn 
wir in den Gleicbungen E und F setzen: 

A = I{ 2PX+ X 2 + 2 QT+ Y 2 + 2PZ+Z% 
so dass diese Gleicbungen iibergehen in: 
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r= L[(P + X) 2 + {Q+ D» + (£ + m 
P= P[X(P + X) + F(<2 + 7) + Z{R + Z)\ 
welche Gleichungen in der That gewohnlich fur die entwickelte 
Warme nnd aufgenommene Arbeit aufgestellt werden. 

Es wiirde daraus folgen, dass, wenn die Batterie durch 
einen sehr grossen Widerstand geschlossen ware, so dass 
P + X, Q + Y, R + Z sehr klein waren, die in der Batterie 
entwickelte Warme klein von der Ordnnng (P + X) 2 ware, also 
nahezu die gesammte chemische Energie der Batterie im 
Schliessungskreise als Warme oder sichtbare Arbeit zum Yor- 
schein kame (Thomson’s Gesetz). 

Es hindert uns jedock nichts, zu A noch ein Glied von 
der Form 

A[X(P + X) + Y(Q + Y) + Z(R + Z)] 
hinzuzufiigen, in welchem Falle dann in der Kette selbst eine 
Warme entwickelt wiirde, die von derselben Grossenordnung 
ist, wie die an dem Schliessnngskreis abgegebene Energie. Es 
wiirden dann die bekanntlich anch experimentell gefundenen 
Abweichnngen vom Thoms on ’schen Gesetze platzgreifen. 

Hort jedoch der Energieumsatz mit erloschendem Strome 
nicht auf (Thermoketten, Diffusions-, Diaphragmenstrome), so 
hindert uns nichts, dem A auch ein Glied von der Form 

P(x 2 + r 3 + x 2 ), 

oder von einer noch complicirteren beizufiigen. B ist wie friiher 
A eine ganz beliebige Constante. Der Umsatz von Arbeit in 
Warme oder von Warme an einer Stelle in solche an einer 
anderen Stelle, welcher noch ubrig bleibt, wenn die Kette 
offen ist, gilt dann freilich, da kein sichtbarer Strom, sondern 
bloss elektrostatische Ladungen an der Oberflache vorhanden 
sind, nicht als elektrischer Yorgang; doch kann bei unserer 
Unbekanntschaft mit dem Wesen der Elektricitat schwerlich 
entschieden werden, oh dabei nicht auch die Elektricitat in 
Mitleidenschaft gezogen wird. 

Der Energiebetrag, welcher von der Batterie wahrend der 
Zeit dt auf ein beliebiges Yolumelement dr der iibrigen Lei- 
tung, wo keine ausseren elektromotorischen Krafte thatig sind, 
iibertragen wird, bleibt hiervon natiirlieh unberiihrt. Er be- 
sitzt vollkommen unabhangig von dem Werthe des A den Werth 
dtdrZ{P*+ Q 2 + R 2 ). 
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